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1 本書の概要
本書は「平面曲線のガロア点」に関する入門書であり, ガロア点研究に取り組むために
必要な事項についてまとめている. 2つの研究レベルに対応して 2つの目的がある. 第一
の目的はガロア点を研究する最低条件, つまり「ガロア点の定義」に少ない知識でたどり
着くことである. 第二の目的は, ガロア点研究の第一線に立つために必要な (かつミニマム
な)知識を網羅することである. 第一の目的は前半部 (2, 3章)で達成され, 深澤の山形大
学大学院での講義ノートが基になっている. 第二の目的は後半部 (4, 5章)で達成され, 第
2著者である東根一樹君の修士論文 [9]を基にしている.

平面曲線のガロア点とは, 射影平面内の「点」からの射影により誘導される関数体の拡
大がガロア拡大となるときに, その射影の中心点のことを言う. この概念は, 代数多様体の
関数体の研究を目的に, 1996年に吉原久夫氏により導入された. ガロア点の魅力はたくさ
んあるが例えば, ガロア点理論の基本問題「ガロア点はいくつあるか？」という問題は面
白そうだ, と即座に理解していただけるのではないだろうか. 実際に, 非特異平面曲線に対
するガロア点の個数は決定されていて, その個数によって分類されており, 美しい定理と
いえると思う (例えば標数零のフェルマー曲線は, ガロア点を曲線の外に 3個もつ非特異
平面曲線として特徴づけられる). このように「代数多様体の分類の観点」を与えているこ
とが代数幾何におけるひとつの重要な貢献であると思われる. また最近では, 正標数の代
数曲線の重要なクラスに必ずと言っていいほどガロア点が関係していることがわかってき
た. さらに, 有限体上の有理点や代数幾何符号との関連があり, ガロア点の登場する領域は
代数幾何の範囲をすでに越えている.

代数幾何の基礎をマスターしていれば, ガロア点の定義とガロア点理論の基本問題は理
解できよう. 予備知識が多く必要とされる代数幾何においては, これは極めてまれなケー
スである. したがって, 修士論文の題材に適している. 優秀な学生なら, 学部 4年生の段階
でこの問題と向き合えるかもしれない. 深澤が山形大学に赴任してから, ガロア点を題材
に修士論文を書く学生を数名送り出してきたが, そこで不満に思っていたのが「ガロア点
の定義を一切の妥協なしに理解する」ことが予想以上に難しいことである. (多くのテキス
トで採用されている)代数幾何の入門の内容とガロア点の定義に必要な知識はちょっとだ
けずれていて, このギャップを埋めるのが案外と難しいのである. 但しここでは, 修士号を
取得して社会に出ていく一般レベルの大学院生を想定している. もしかしたら上記の発言
は, 研究者を目指す優秀な学生には奇妙に映るかもしれない. 優秀な学生は教員が何も言
わなくとも, そういったギャップを自分で埋めてくるのである. したがって前半部は, そ
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のギャップを埋めるためのものであり, 修士論文を書いて社会へ出ていく一般大学院生の
ための入門, と言える. より詳しくガロア点以外の内容を述べれば, Shafarevich [19, I.1,

I.2] をベースに, 射影双対性とそれに必要な導分,「射影」に関するいくつかのリマーク,

というものである. 代数幾何の入門書をいくつか並べればこれらは包含されることと思う
が, 一冊の中にこれだけ少ないページ数で収まっているものは見当たらないと思われる.

後半部では, ガロア点研究に関して必要な知識を具体的に命題として網羅して, それら
を用いてガロア点の個数決定の研究方法を紹介する. 前者は一見簡単なように思うかもし
れないが, 証明を省いてさえ, 代数幾何ではこのような作業は難しい. そこは東根君の「ま
とめる」能力の高さが光っている. 東根君が (まさしく上記のようにギャップを埋められ
る)優秀な学生だった為, 前半部プラスどれだけミニマムな知識でガロア点研究を実際に
行えるか, ということにも注目しながら修士論文を指導したのだが,「結局これだけ必要で
す」というのが彼の修論であり, 本書の後半部である. (数学の新しい結果を出せる優秀な
学生でも「その結果に必要な命題をすべて並べる」のは苦痛であると思う. 東根君の能力
があっての後半部であり本書である.) こちらは院生だけでなく研究者がガロア点研究に
参入するのに役立つと思う. 手に入れるべき命題を手早く確認できるからである. 後者と
しては,「ガロア点が 2つある」状況を理解するため「ガロア点 2つを伴う双有理埋め込み
をもつ」という深澤の判定法を解説し,「ガロア点の個数を確定」するためにWeierstrass

点を使った議論 (の一例) を紹介する. 深澤の定理の証明は, 東根君が修士論文で解説し
たものとほとんど同じ形で記述されている. 初学者には原著論文よりもわかりやすく書か
れていると思う. 東根君の名誉のために言うが, 後半部は東根君の修士論文に完全に含ま
れる.

本書をざっくりとだけ眺めた研究者はガロア点研究は簡単だと誤解するかもしれない.

予備知識が少なく研究に入れるとそのような誤解を生む可能性がある. ガロア点の基本問
題に実際に取り組んでみる (本当に紙の上に計算を書いてみる) と, その難しさにすぐに
気がつく.「1点とって射影を計算してみた. その拡大はガロアか？」これはすぐには判定
できないであろう. 実はここには落とし穴があって, ガロア点研究の結果の多くは「ガロ
ア点を実際に探してはいない」. 非特異平面曲線の個数決定においては, その証明をみれ
ばわかるが,「点を 2つ先に設定して, それらをガロア点にもつような曲線を見つける」と
いった立場がとられている. これは創始者である吉原氏のアイデアが光る部分でもある.

さらに, ガロア点研究には代数幾何で通常使う感覚とは「別の感覚」が必要とされている
ようにも見える. 普段あまり詳しく計算しない「射影」に「ガロア群」が組み合わさって,

馴染みのない解析方法をとる必要があるのかもしれない. そもそも “general”という言葉
が頻繁に使われる代数幾何においては, 定義からいきなり “special”であることが, 既にこ
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れまでの手法との関連のなさを表しているのかもしれない. その「別の感覚」は何なのか
具体的に述べることは難しいが, 本書では必要な命題を網羅していることで, そのギャッ
プをいくらか明確にできていると思われる.

本書は「正標数代数曲線入門」という使い方もできる. 実際, 説明に使われる具体例は,

標数零より正標数の方が多い. 本書の前半部の内容は代数幾何への導入として使われるこ
とが多いので, 多くのテキストで標数零を仮定している. 研究者レベルでも, 学生時代に標
数零で勉強してしまって今さら標数の差を確認するのが億劫だ, という方にも役に立つ可
能性がある. 正標数においては標数零と異なる現象がたくさん見られるが, 平面幾何とい
うかなり入り口の段階でその現象が現れることはどれほど広く知られているであろうか.

平面曲線における正標数の奇妙な現象を予備知識を要せず解説している点は, 他のテキス
トでは見られない本書の特徴の一つである. また, 紹介されてはいるが証明が度々省略さ
れている「射影双対性」についても証明を与えている.「双対写像が分離的」という仮定の
下で正標数でも証明している和文のテキストは, 深澤が知る限りにおいて, 他にはない.

本書が, 代数幾何入門として大学院生の役に立ち, ガロア点研究が広く知られる契機と
なれば幸いである. そして, ガロア点研究に参入する若い方々が出てきてくれることを
願う.

2018年 12月 17日

深澤　知

修正履歴
• (2019年 4月 8日) 誤植修正と文言の些細な修正.

• (2019年 11月 1日) 誤植修正と文言の些細な修正.

• (2020年 5月 11日) 誤植修正 (p.76)と文言の些細な修正 (p.42, 46, 57).

• (2022年 9月 14日) 定理 2.8.9 (2)の証明修正 (p.25), 誤植修正と文言の些細な修
正 (p.11, 12, 24, 27, 29, 35, 42, 95, 97).
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2 アフィン平面代数曲線
本章は「環と体を使って, 代数曲線を解析する. そして正標数の世界へ」というテーマ
を掲げた深澤の講義ノートをもとにしている. 15 回の講義で概ね終われるようにしてあ
る. 学部 3年生までの代数学の知識は仮定したく, そのような内容は度々証明を略してい
るが, 後々の議論に必要な定義と命題の主張は必ず述べるようにしてある.

4節までの環論と体論は雪江 [29]に含まれる. 5節の導分は藤崎 [1]から, 本書に必要な
部分を取り出している. 6節から 9節は Shafarevich [19, I.1, I.2]を参考にしているが, 導
分を導入して関数体の元を微分することを加えた点が本書の特徴であろう. それにより,

10, 11 節のような射影双対性に関する議論や正標数での議論が可能となっている. 10 節
では標数零で「射影双対性」を証明し, 多重接線や変曲点の個数の有限性についても証明
している. 11節では, 例を挙げることで, これらすべてが正標数では成り立たないことを
観察している.

2.1 環とイデアル
定義 2.1.1. 集合 Aに 2つの演算, 加法 “+”と乗法 “×”が定まっていて, 以下の条件を
みたすとき, Aを (可換)環という.

(1) Aは加法についてアーベル群である. 即ち, 次が成立する:

(a) a+ b = b+ a (∀a, b ∈ A);

(b) (a+ b) + c = a+ (b+ c) (∀a, b, c ∈ A);

(c) 0 ∈ Aが存在して, 任意の a ∈ Aについて a+ 0 = aが成立する;

(d) 任意の a ∈ Aに対して a+ (−a) = 0となる −a ∈ Aが存在する.

(2) 乗法について次が成立する:

(a) ab = ba;

(b) (ab)c = a(bc);

(c) 1 ∈ Aが存在して, 任意の a ∈ Aについて a× 1 = aが成立する.

(3) (分配法則) a(b+ c) = ab+ ac.

環においては以降, 1 6= 0を仮定する.

定義 2.1.2. 環 Aであって

a, b ∈ A, ab = 0 ⇒ a = 0 または b = 0
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をみたすものを整域という.

定義 2.1.3. A,B を環, ϕ : A→ B を写像とする.

(1) ϕが 3つの条件
(a) ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) (∀x, y ∈ A);

(b) ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) (∀x, y ∈ A);

(c) ϕ(1A) = 1B

をみたすとき, ϕを (環の)準同型という.

(2) さらに ϕが全単射であるとき, ϕは (環の)同型であるという.

(3) 環 A,B の間に同型が存在するとき, Aと B は同型であるといい, A ∼= B と表す.

定義 2.1.4. Aを環, B ⊂ Aとする. 1A ∈ B であり, B は Aの加法と乗法について閉じ
ており, それによって環となるとき, B は Aの部分環であるという.

定義 2.1.5. Aを環とする. 部分集合 I ⊂ Aが次の 3つの条件をみたすとき, I は Aのイ
デアルであるという.

(1) 0A ∈ I.

(2) x, y ∈ I ⇒ x+ y ∈ I.

(3) a ∈ A, x ∈ I ⇒ ax ∈ I.

さらに, I 6= Aであるイデアル I を真のイデアルという.

Aを環, I を Aの真のイデアルとする. A上の関係

x ∼ y ⇐⇒ y − x ∈ I

を考える. これは同値関係である. この同値関係による商集合 (同値類全体)

A/I = {x+ I | x ∈ A}

は演算
(x+ I) + (y + I) = (x+ y) + I, (x+ I)(y + I) = xy + I

により環となる.

定義 2.1.6. 上の状況で, A/I を Aの I による剰余環という.

定義 2.1.7. ϕ : A→ B を環の準同型とする.

(1) Ker ϕ = {x ∈ A | ϕ(x) = 0B}を ϕの核という.
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(2) Im ϕ = {ϕ(x) | x ∈ A}を ϕの像という.

次の補題とその後の準同型定理は証明を省く.

補題 2.1.8. ϕ : A → B が環の準同型であるとき, Ker ϕ は A の真のイデアルであり,

Im ϕは B の部分環である.

定理 2.1.9 (準同型定理). ϕ : A→ B が環の準同型であるとき, 環の同型

A/Ker ϕ ∼= Im ϕ

が成り立つ.

定義 2.1.10. Aを環, S を Aの空ではない部分集合とする.

(1) f ∈ Aに対して, f ∈ 〈S〉 であることを

ある有限個の元 f1, . . . , fr ∈ S と a1, . . . , ar ∈ A が存在して
f = a1f1 + · · ·+ arfr が成り立つこと

として定め, 集合 〈S〉を定義する.

(2) 〈S〉 はイデアルとなる. これを S が生成するイデアルといい, S の元を生成元と
いう.

(3) S = {f1, . . . , fr}のとき, 〈S〉を 〈f1, . . . , fr〉, (f1, . . . , fr)ともかく. このとき,

〈S〉 = {a1f1 + · · ·+ arfr | a1, . . . , ar ∈ A}

である.

(4) イデアル I ⊂ Aに対して, 有限個の元 f1, . . . , fr ∈ Aが存在して I = 〈f1, . . . , fr〉
となるとき, I は有限生成であるという.

次の補題は証明を省略する.

補題 2.1.11. Aを環, S を Aの空ではない部分集合とする.

(1) I ⊂ Aをイデアルとする. S ⊂ I ならば, 〈S〉 ⊂ I が成り立つ.

(2) 〈S〉 が有限生成ならば, ある f1, . . . , fr ∈ S が存在し, 〈f1, . . . , fr〉 = 〈S〉 が成り
立つ.

補題 2.1.12. Aを環とするとき, {0} = 〈0〉, A = 〈1〉が成り立つ.

証明. 〈0〉 = {a× 0 | a ∈ A} = {0}. A = {a | a ∈ A} = {a× 1 | a ∈ A} = 〈1〉.
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定義 2.1.13. Aを環, x1, . . . , xn を変数とする.∑
i1,...,in

ai1,...,inx
i1
1 · · ·xinn (有限和であり, ai1,...,in ∈ A)

という形の式を A上の (または, A係数の) n変数多項式という. A上の多項式全体の集
合 A[x1, . . . , xn]は環になり, これを n変数多項式環という.

次の定理は学部の講義で省略されることもあり, 環論を初めて学ぶときは重要であるが,

本書では証明を省いて後で利用する.

定理 2.1.14. kを体 (3節)とするとき, 2変数多項式環 k[x, y]は一意分解整域である. 即
ち, 次をみたす.

(1) 定数ではない多項式は既約多項式の積で表示される.

(2) f が既約で ghを割り切るならば, f は g または hを割り切る.

2.2 ネーター環
定義 2.2.1. Aを環とする. Aの任意のイデアルが有限生成, つまり, Aの任意のイデアル
I に対して f1, . . . , fr が存在して I = 〈f1, . . . fr〉が成り立つとき, Aをネーター環という.

例 2.2.2. 整数全体の集合 Zはネーター環である. 体 (3節)はネーター環である.

次の定理は重要で証明も易しくはないが, その証明は本書の目的ではないので, 省略
する.

定理 2.2.3 (ヒルベルトの基底定理). Aがネーター環ならば, 多項式環 A[x]もネーター
環である.

系 2.2.4. Aがネーター環ならば, 多項式環 A[x1, . . . , xn]もネーター環である.

証明. 定理 2.2.3 より A[x1] はネーター環である. A[x1] はネーター環であるから,

A[x1, x2] ∼= (A[x1])[x2] は, 再び定理 2.2.3 より, ネーター環である. 帰納法により,

A[x1, . . . , xn]がネーター環であることが示される.
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2.3 体
定義 2.3.1. Aを環とする. 任意の a ∈ A \ {0}に対して, ある b ∈ Aが存在して, ab = 1

をみたすとき, Aは体であるという.

補題 2.3.2. (1) 体は整域である.

(2) I が体K のイデアルならば, I = 〈0〉または I = 〈1〉 (= K)が成り立つ.

注意 2.3.3. 体K 上の多項式環はネーター環である (系 2.2.4と補題 2.3.2 (2)より).

定義 2.3.4. K,Lが体で, ϕ : K → Lが環の準同型であるとき, ϕは体の準同型であると
いう. また, ϕが環の同型であるとき, ϕは体の同型であるという.

命題 2.3.5. 体から環への準同型は単射である. 特に, 体の準同型は単射である.

次に, 標数について説明する. K を体とする. 写像 ϕ : Z → K を

ϕ(n) =


0 (n = 0)

1 + · · ·+ 1 (n 個) (n > 0)

−(1 + · · ·+ 1) (−n 個) (n < 0)

と定めると, これは環の準同型となる.

注意 2.3.6. ZからK への準同型は一意的である.

Ker ϕは Zの真のイデアルであり, Zのすべてのイデアルは 1つの元で生成されるので,

Ker ϕ = nZ (n ≥ 0, n 6= 1)

と表示される. 環の準同型定理より

Z/nZ ∼= Im ϕ ⊂ K

が成り立つ. K は体より整域であるので, Z/nZが整域となり, nは 0または素数となる.

定義 2.3.7. 上の状況で, Ker ϕ = 〈0〉ならばK の標数は 0, Ker ϕ = 〈p〉 (p > 0)ならば
K の標数は pであるという. 体K の標数を ch K とかく.

この節の最後に商体について説明する. Aを整域とする. S = A \ {0}とする. 直積集
合 A× S 上に関係 ∼を

(a1, s1) ∼ (a2, s2) ⇐⇒ a1s2 − a2s1 = 0
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によって入れる. ∼は同値関係である. (a, s) ∈ A× S の同値類を a
s とかく. これら同値

類全体の集合を Q(A)と表す. a1

s1
, a2

s2
∈ Q(A)に対して

a1
s1

+
a2
s2

=
a1s2 + a2s1

s1s2
,
a1
s1

× a2
s2

=
a1a2
s1s2

によって加法と乗法を定義する. これらは well-definedである (代表元の取り方に依らな
い).

注意 2.3.8. a
s ∈ Q(A), b ∈ S ⇒ a

s = ab
sb .

次の命題は読者の演習問題とする.

命題 2.3.9. 上の演算により Q(A)は体となる.

注意 2.3.10. 写像 A→ Q(A); a 7→ a
1 は単射準同型である. 特に, Aは Q(A)の部分環と

みなせる.

定義 2.3.11. Q(A)を Aの商体という.

例 2.3.12. (1) Zの商体 Q(Z)は有理数体 Qと同型である.

(2) 体 k 上の多項式環 k[x] は整域であり, その商体 Q(k[x]) を k(x) とかき, 1変数有
理関数体という.

k(x) =

{
f(x)

g(x)
| g, f ∈ k[x], g 6= 0

}
と表される.

2.4 体の拡大
定義 2.4.1. Lを体とする. Lの部分環 K が (Lの部分環としての環構造について)体で
あるとき, K は Lの部分体, Lは K の拡大体であるという. この状況を L/K と表し, 体
の拡大 (が与えられた)という.

定義 2.4.2. L/K を体の拡大とする.

(1) α1, . . . , αn ∈ Lに対し,

K(α1, . . . , αn) :=

{
f(α1, . . . , αn)

g(α1, . . . , αn)
| f, g ∈ K[x1, . . . , xn], g(α1, . . . , αn) 6= 0

}
は体となる (1/g(α1, . . . , αn)は g(α1, . . . , αn) ∈ L \ {0}の逆元とみよ). この体を
α1, . . . , αn が生成する (部分)体といい, α1, . . . , αn を生成元という.
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(2) 有限個の元 α1, . . . , αn ∈ Lが存在して L = K(α1, . . . , αn)となるとき, LはK 上
の有限生成拡大体という.

定義 2.4.3. L/K を体の拡大とし, α ∈ Lとする.

(1) ある f(x) ∈ K[x] \ {0}が存在して, f(α) = 0となるとき, αはK 上代数的である
という.

(2) K 上代数的ではないとき, K 上超越的であるという.

(3) α が K 上代数的であるとき, 次の 3つの条件をみたす f(x) ∈ K[x] \ {0}を α の
K 上の最小多項式という.

(a) f(α) = 0.

(b) g(x) ∈ K[x] \ {0}, g(α) = 0 ⇒ deg f(x) ≤ deg g(x).

(c) f(x)の最高次の係数は 1である.

(4) Lのすべての元がK 上代数的であるとき, L/K は代数拡大であるという.

(5) L/K が代数拡大ではないとき (K 上超越的な Lの元が存在するとき), L/K は超
越拡大であるという.

注意 2.4.4. 上の状況で, K 上代数的な元 αの最小多項式はK 上既約である. また, f が
K 上の既約多項式で f(α) = 0をみたすならば, f は αの最小多項式の定数倍である.

次の定理は学部の体論の講義で証明される基本的な内容であるので, 証明を省略する.

定理 2.4.5. L/K を体の拡大, α ∈ LはK 上代数的とし, f(x)を αの最小多項式とする.

K[α] := {g(α) | g(x) ∈ K[x]} (αで生成された環)とする.

(1) K[α] = K(α) (つまりK[α]は体である).

(2) K[α] ∼= K[x]/〈f〉.
(3) K(α)/K は代数拡大である.

例 2.4.6. C/Q を考えるとき, Q[
√
2] = Q(

√
2), Q[i] = Q(i) は Q 上の代数拡大体であ

る. Q(π)は超越拡大体である.

次の定理も証明を省略する.

定理 2.4.7. 拡大体の列K ⊂ K(α) ⊂ K(α, β) を考える. αはK 上代数的で, β がK(α)

上代数的ならばK(α, β)/K は代数拡大である.

定義 2.4.8. (1) 体 K 上の定数ではない任意の多項式が K に根をもつとき, K を代数
閉体という.
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(2) 体の拡大 L/K に対し, L/K は代数拡大でありかつ, L は代数閉体であるとき, L

はK の代数閉包であるという. このとき, L = K とかく.

次の命題は読者への演習問題とする (但し, 後で使う).

命題 2.4.9. 代数閉体は無限個の元を含む.

代数閉包の存在についても認めて議論する.

定理 2.4.10. 体K の代数閉包は必ず存在し, (K 上の)同型を除いて一意的である.

例 2.4.11. (1) Cは Rの代数閉包である.

(2) Cは Qの代数閉包ではない (代数拡大ではないから).

(3) Q := {a ∈ C | a は Q 上代数的 } とすると, Qは体となり, Qの代数閉包となるこ
とが証明できる.

定義 2.4.12. K を体, K を代数閉包とする.

(1) f(x) ∈ K[x] \K がK で重根をもたないとき, 分離的または分離多項式という.

(2) α ∈ K について, αの K 上の最小多項式が分離的であるとき, αは K 上分離的で
あるという.

(3) K ⊂ L ⊂ K を拡大体の列とする. Lのすべての元がK 上分離的であるとき, L/K

は分離拡大であるという.

注意 2.4.13. K を体, f(x) =
∑n

i=0 aix
i ∈ K[x] \K とし,

f ′(x) =
n∑

i=1

iaix
i−1

とする. f, g ∈ K[x] \K のとき,

(fg)′ = f ′g + fg′

が成り立つ.

証明の概略を説明する. f =
∑

i≥0 aix
i, g =

∑
j≥0 bjx

j と表示する. 定義と線形性
から, (fg)′ =

∑
i+j≥1(i + j)aibjx

i+j−1 である. 次に f ′ と g′ を定義通り計算した後で
f ′g + fg′ を計算し, 出てきた多項式を比較する.

命題 2.4.14. K を体, f(x) ∈ K[x] \K とする. f が分離的であるための必要十分条件
は, f と f ′ が共通根をもたないことである.
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証明. α ∈ K を f(x)の根とする. f(x) = (x−α)g(x) (g(x) ∈ K[x])と表せる. g(α) = 0

⇐⇒ f ′(α) = 0を示せばよい. 注意 2.4.13より, f ′(x) = g(x) + (x − α)g′(x)となるの
でそれがわかる.

例 2.4.15. (1) f(x) = x2 + 1 ∈ R[x] は分離的である. f ′(x) = 2x であるから, f と
f ′ は共通根を持たない. 実際に R = Cでみると, f(x) = (x + i)(x − i)と分解さ
れ, 重根を持たない.

(2) f(x) = x2 + 1 ∈ (Z/2Z)[x]は分離的ではない. f ′(x) = 2x = 0であり, f と f ′ は
共通根をもつ. 実際, Z/2Z上で f = (x+ 1)2 と表せてしまう.

系 2.4.16. K を体, f ∈ K[x]を既約多項式とする (deg f ≥ 1). f ′ 6= 0ならば, f は分離
的である.

証明. f が分離的ではないとすると, 命題 2.4.14から f と f ′ は共通根 α ∈ K をもつ. f

は既約であるので, αの最小多項式の定数倍となる. deg f ′ < deg f より, f ′ = 0 となる
(多項式として).

系 2.4.17. K を体, ch K = 0, f ∈ K[x] \K を既約とする. このとき, f は分離的であ
る. 特に, K ⊂ L ⊂ K が拡大体の列のとき, L/K は分離拡大である.

証明. f =
∑n

i=0 aix
i とする. f ′ =

∑n
i=1 iaix

i−1 である. f が分離的ではないとすると,

系 2.4.16より, iai = 0 (∀i ≥ 1)となる. ch K = 0より ai = 0である. これは deg f ≥ 1

であることに反する.

次の命題も学部の内容であるので証明を省略するが, 後で使う.

命題 2.4.18. K を体とする. α ∈ K がK 上分離的ならば, K(α)/K は分離拡大である.

2.5 導分
環 Aは体 k を部分環として含むとする.

定義 2.5.1. 写像 D : A→ Aが
(1) D(a) = 0 (∀a ∈ k);

(2) D(x+ y) = D(x) +D(y) (∀x, y ∈ A);

(3) (ライプニッツ則) D(xy) = D(x)× y + x×D(y) (∀x, y ∈ A)
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をみたすとき, k 上 Aの導分 (微分作用素)であるという. 以下, 略して k-導分という.

例 2.5.2. A = k[x]とし, D : k[x] → k[x]を

D

(
n∑

i=0

aix
i

)
=

n∑
i=1

iaix
i−1

によって定義する (a1 = · · · = an = 0のときは D(a0) = 0と考える). このとき, D は k-

導分である. 導分の条件 (1)(2)は定義によりすぐに確かめられ, 条件 (3)は注意 2.4.13に
より確かめられる.

命題 2.5.3. D : A→ Aが k-導分で, Aが体のとき,

D

(
f

g

)
=
D(f)× g − f ×D(g)

g2

が成り立つ. (ここで, g ∈ A \ {0} に対して, 1/g は g の乗法の逆元をあらわし, f/g は
f × (1/g)をあらわす.)

証明. D(g−1) = −g−2D(g)である. 実際, 1 = gg−1 の両辺に D を施せば

0 = D(1) = D(gg−1) = D(g)g−1 + gD(g−1)

となるからである. よって

D

(
f

g

)
= D(f) · 1

g
+ f ·D(g−1) = D(f) · 1

g
+ f(−g−2D(g))

=
D(f)g − fD(g)

g2

が成り立つ.

命題 2.5.4. Aを整域とし, D : A→ Aを k-導分とする. このとき, k-導分D∼ : Q(A) →
Q(A)であって D∼|A = D をみたすものがただ一つ存在する.

証明. 存在すれば一意であることは命題 2.5.3 によりわかる. 存在性を示す. f, g ∈ A,

g 6= 0に対して
D∼

(
f

g

)
=
D(f)g − fD(g)

g2

と定める. これは well-definedである (詳細は読者に委ねる).

D∼
(
f

1

)
=
D(f)× 1− f ×D(1)

12
=
D(f)

1
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より D∼|A = D である. あとは導分の条件を確かめる.

(1) 任意の a ∈ k に対して D∼(a/1) = D(a)/1 = 0/1 である.

(2) g 6= 0, g′ 6= 0 をみたす f, f, g, g′ ∈ Aに対して

D∼
(
f

g
+
f ′

g′

)
= D∼

(
fg′ + f ′g

gg′

)
=
D(fg′ + f ′g)(gg′)− (fg′ + f ′g)D(gg′)

(gg′)2

となる. この式の分子をライプニッツ則を使って整理すると (詳細は省く),

(g′)2(D(f)g − fD(g)) + g2(D(f)g′ − f ′D(g′))

を得る. したがって,

D∼
(
f

g
+
f ′

g′

)
= D∼

(
f

g

)
+D∼

(
f ′

g′

)
を得る.

(3)

D∼
(
f

g
· f

′

g′

)
= D∼

(
ff ′

gg′

)
=
D(ff ′)gg′ − ff ′D(gg′)

(gg′)2

となる. この式の分子をライプニッツ則を使って整理すると,

f ′g′(D(f)g − fD(g)) + fg(D(f ′)g′ − f ′D(g′))

を得る. したがって,

D∼
(
f

g
· f

′

g′

)
= D∼

(
f

g

)
· f

′

g′
+
f

g
·D∼

(
f ′

g′

)
を得る.

例 2.5.5. A = k[x]とすると, Q(k[x]) = k(x)であり, 例 2.5.2の k-導分 D を使って

D∼ : k(x) → k(x);
f

g
7→ D(f)g − fD(g)

g2

が定義される.

16



定理 2.5.6. K/k を体の拡大とする. K(α)/K が分離拡大であるとし, D : K → K が k-

導分であるとする. このとき, k-導分 D∼ : K(α) → K(α)であって D∼|K = D をみたす
ものがただ一つ存在する.

証明. 存在性について示す. αの最小多項式を f =
∑n

i=0 aix
i ∈ K[x]とする.

fD =
n∑

i=0

D(ai)x
i

と定める. f は分離的であるので f ′(α)は 0ではなく,

fD(α) + f ′(α) · u = 0

をみたす u ∈ K(α)が一意的に定まる. 定理 2.4.5よりK(α) = K[α] ∼= K[x]/〈f〉に注意
する. z = g(α) ∈ K[α]に対して

D∼(z) = gD(α) + g′(α) · u

と定める.

D∼ が well-definedであることを確認する. g, h ∈ K[x]とし, g(α) = h(α)をみたすと
する. このとき, g − hは f で割り切れる. g − h = ff1 とかける.

(ff1)
D = fDf1 + ffD1 , (ff1)

′ = f ′f1 + ff ′1

であるので

(ff1)
D(α) + (ff1)

′ · u = fD(α)f1(α) + f ′(α)f1(α) · u
= f1(α)(f

D(α) + f ′(α) · u) = 0

となる.
(g − h)D = gD − hD, (g − h)′ = g′ − h′

より
gD(α) + g′(α) · u = hD(α) + h′(α) · u

を得る.

D∼ が導分の条件をみたすことを確認する. a ∈ k とすれば aD = 0, a′ = 0 より
D∼(a) = 0である. z = g(α), w = h(α)とする. z + w = (g + h)(α), z · w = (gh)(α)
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である.

D∼(z + w) = (g + h)D(α) + (g + h)′(α) · u
= (gD + hD)(α) + (g′ + h′)(α) · u
= (gD(α) + g′(α) · u) + (hD(α) + h′(α) · u)
= D∼(z) +D∼(w),

D∼(z · w) = (gh)D(α) + (gh)′(α) · u
= (gDh+ ghD)(α) + (g′h+ gh′)(α) · u
= (gD(α) + g′(α) · u)h(α) + g(α)(hD(α) + h′(α) · u)
= D∼(z) · w + z ·D∼(w)

により導分の条件 (2)(3)が確かめられる.

一意性について示す. E : K(α) → K(α) を E|K = D をみたす導分とする. z =

g(α) ∈ K[α]とする. g =
∑m

i=0 bix
i ∈ K[x]と表示しておく.

E(g(α)) = E

(
m∑
i=0

biα
i

)
=

m∑
i=0

E(biα
i) =

m∑
i=0

(E(bi)α
i + biE(αi))

=

m∑
i=0

E(bi)α
i +

m∑
i=0

biE(αi) =
m∑
i=0

D(bi)α
i +

m∑
i=1

ibiα
i−1E(α)

=
m∑
i=0

D(bi)α
i +

(
m∑
i=1

ibiα
i−1

)
E(α)

= gD(α) + g′(α)E(α)

となる (ここで 2 行目の右側の式変形には, E|K = D と下の補題 2.5.7 を使っている).

したがって, E(α) = u を示せばよい. f(α) =
∑n

i=0 aiα
i = 0 より, E(

∑n
i=0 aiα

i) = 0

である. 上の式変形と同様にして fD(α) + f ′(α)E(α) = 0 を得る. よって, E(α) =

−fD(α)/f ′(α) = uである.

次の補題は読者の演習問題とする.

補題 2.5.7. K/k を体の拡大とし, D : K → K を k-導分とする. nを正の整数とすると
き, f ∈ K について, D(fn) = nfn−1D(f)が成り立つ. 特に, p = ch k > 0で pが nを
割り切るとき, D(fn) = 0である.
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2.6 アフィン空間とザリスキー位相
以下, 特に断らない限り, kを代数閉体とする. また, k[x1, . . . , xn]を k上の n変数多項
式環とする. k の n個の直積を An とかいて, アフィン空間という. n = 2のとき, A2 を
アフィン平面という. k[x1, . . . , xn]の空ではない部分集合 S に対し,

V (S) := {(a1, . . . , an) ∈ An | ∀f ∈ S, f(a1, . . . , an) = 0}

と定める. S = {f}のとき, V (f)とかく. V (S)を代数的集合という.

注意 2.6.1. S ⊂ T ⊂ k[x1, . . . , xn]ならば, V (S) ⊃ V (T )である.

命題 2.6.2. V (S) = V (〈S〉)が成り立つ.

証明. “⊃”. S ⊂ 〈S〉よりわかる.

“⊂”. P ∈ V (S)とする. 任意の g ∈ S に対して, g(P ) = 0である. ∀f ∈ 〈S〉に対し,

ある g1, . . . , gr ∈ S と a1, . . . , ar ∈ k[x1, . . . , xn]が存在し, f = a1g1 + · · ·+ arfr が成り
立つ. このとき

f(P ) = a1(P )g1(P ) + · · ·+ ar(P )gr(P ) = 0

である. よって, P ∈ V (〈S〉)である.

系 2.6.3. V が代数的集合であるとき, ある f1, . . . , fr ∈ k[x1, . . . , xn] が存在して,

V = V ({f1, . . . , fr}) = V (f1) ∩ · · · ∩ V (fr)が成り立つ.

証明. V = V (S) とする. 命題 2.6.2 より V (S) = V (〈S〉) である. k[x1, . . . , xn] はネー
ター環 (系 2.2.4) より, ある f1, . . . , fr ∈ k[x1, . . . , xn] が存在して 〈S〉 = 〈f1, . . . , fr〉
が成り立つ. 命題 2.6.2 より, V (〈f1, . . . , fr〉) = V ({f1, . . . , fr}) である. 以上より,

V (S) = V ({f1, . . . , fr})を得る.

命題 2.6.4. 次が成り立つ.

(1) V (0) = An, V (1) = ∅.
(2) {Vα}α∈Λ が代数的集合の族であるとき, 共通部分 ∩α∈Λ Vα も代数的集合である.

(3) V1, V2 が代数的集合であるとき, 和集合 V1 ∪ V2 も代数的集合である.

証明. 証明の概略を述べる. 詳細は読者に委ねる.
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(2) 各 α ∈ Λに対して Vα = V (Tα) (Tα ⊂ k[x1, . . . , xn]) としたとき,

∩
α∈Λ

Vα = V

(∪
α∈Λ

Tα

)

を示す.

(3) V1 = V (T1), V2 = V (T2) (T1, T2 ⊂ k[x1, . . . , xn])としたとき, T1T2 := {fg | f ∈
T1, g ∈ T2}とし,

V (T1) ∪ V (T2) = V (T1T2)

を示す.

定義 2.6.5. (1) 命題 2.6.4 により, 代数的集合を閉集合として (または代数的集合の
補集合を開集合として), An は位相空間とみなせる. この位相をザリスキー位相と
いう.

(2) 部分集合 V ⊂ An (代数的集合をよく考える) に, An の相対位相 (誘導位相)を入れ
る. これを V のザリスキー位相という.

例 2.6.6. (1) 1 点 P ∈ A2 からなる A2 の部分集合 {P} ⊂ A2 は代数的集合である.

実際, P = (α, β) ∈ A2 とすれば, {P} = V ({x− α, y − β})である.

(2) A2 の有限部分集合は代数的集合である. これは (1)と命題 2.6.4 (3)からわかる.

2.7 アフィン平面代数曲線
定義 2.7.1. f(x, y) ∈ k[x, y] \ k とする. V (f) (⊂ A2)を (アフィン平面)代数曲線とい
う. f が既約であるとき, V (f)は既約であるという.

命題 2.7.2. アフィン平面代数曲線 V (f)は無限集合である.

証明. f は xか y のいずれかについて次数 1以上であるので, xについて 1以上とする.

f =
n∑

i=0

ai(y)x
i (n ≥ 1, an(y) 6= 0)

と表せる. 集合 {b ∈ k | an(b) = 0} は有限集合で, k は無限体である (命題 2.4.9) ので,

an(bλ) 6= 0 となる bλ ∈ k が「無限個」存在する. これをみたす各 bλ に対し, f(x, bλ)

は根 aλ を必ずもつ (k は代数閉体であった). 集合 {(aλ, bλ)} は無限集合であり, これは
V (f)の部分集合である.
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注意 2.7.3. k が代数閉体ではないと, 命題 2.7.2 は必ずしも成り立たない. 例えば,

k = R, f = x2 + y2 とすれば, V (f) = {(0, 0)}となり, V (f)は元を一つしか含まない.

定理 2.7.4. f, g ∈ k[x, y] とし, f は既約であるとする. f が g を割り切らないならば,

V (f) ∩ V (g)は有限集合である.

証明. f は xに関して次数 1以上とする. f, g ∈ k(y)[x]とみなす. このとき, f は既約で
ある (詳細は読者に委ねる). また, g は f で割り切れない (詳細は読者に委ねる). ユーク
リッドの互除法により

fu+ gv = 1

をみたす u, v ∈ k(y)[x]が存在する. 分母を払い,

fu∼ + gv∼ = a(y), u∼, v∼ ∈ k[x, y], a(y) ∈ k[y]

と表せる. f(P ) = g(P ) = 0 ならば a(P ) = 0 である. a(y) の根は有限個であるので,

a(β) = 0となる β は有限個である. f =
∑n

i=0 ai(y)x
i と表示する. f(x, β)が零多項式と

なるときを考えると, 任意の iに対し, ai(β) = 0であり, f は y − β で割り切れる. これ
は矛盾である. f(x, β) は零多項式ではないので, f(α, β) = 0 となる α は有限個である.

以上より, f(α, β) = g(α, β) = 0となる (α, β)は有限個である.

系 2.7.5. f, g ∈ k[x, y]を既約多項式とする. V (f) ∩ V (g)が無限集合であるとき, ある
c ∈ k が存在し, g = cf と表せる. さらにこのとき, V (f) = V (g)である.

系 2.7.6. V ⊂ A2 が (ザリスキー位相について)閉集合ならば次のいずれかである:

(1) A2;

(2) 既約多項式 f に対する V (f);

(3) 有限集合 (∅を含む);

(4) (2)または (3)の和集合.

証明. V = V (S) とする. S ⊂ k ならば V (S) = A2 または ∅ である. S 6⊂ k とす
る. ある f ∈ S で deg f ≥ 1 となるものが存在する. このとき V (S) ⊂ V (f) である.

f = fk1
1 · · · fkr

r を既約分解とすると, V (f) = V (f1)∪· · ·∪V (fr)となる. S\{f} = ∅なら
ば (2)または (4)となる. S\{f} 6= ∅のとき, g ∈ S\{f}をとり, V (S) ⊂

∪
i V (g)∩V (fi)

である. 各 iについて V (fi)または有限集合である. S は有限集合としてよいので, 同じ
操作を繰り返すと, (2)(3)(4)のいずれかとなる.

21



系 2.7.7. V (f)を既約なアフィン平面代数曲線とする. V (f)のザリスキー位相に関する
閉集合は次のいずれかである:

(1) V (f);

(2) 有限集合 (∅を含む).

また, 開集合は次のいずれかである:

(1) ∅;
(2) 有限集合の補集合 (V (f)を含む).

定義 2.7.8. X を位相空間とする. X1, X2 が X の閉集合で X = X1 ∪X2 をみたすなら
ば X = X1 または X = X2 が成り立つとき, X は既約 (空間)であるという.

命題 2.7.9. V (f)をアフィン平面代数曲線とする. V (f)が既約空間であるための必要十
分条件は, f の既約因子がただ一つであることである.

証明. f1 が既約で, f = fn1 とかかれるとする. V (f) = V (f1) である. V (f) が閉集
合 X1, X2 を使って V (f) = X1 ∪ X2 とかけたとする. V (f1) = X1 ∪ X2 である. 系
2.7.7 より, X1, X2 は有限集合または V (f1) である. どちらも有限集合であるとすると,

X1 ∪ X2 = V (f1) とはならないので, X1 = V (f1) または X2 = V (f2) である. よって
V (f) = V (f1)は既約空間である.

f の既約因子が唯一ではないとする. f = fn1 g で, g は f で割り切れない, という
表示ができる. このとき, V (f) = V (f1) ∪ V (g) である. f1 は g を割り切らないので,

V (f1) ∩ V (g)は有限集合である. V (f1), V (g)は無限個の元を含むので, V (f1) 6= V (f),

V (g) 6= V (f)である. したがって, V (f)は既約空間ではない.

注意 2.7.10. (1) X が既約空間, U, V を空ではない開集合とする. このとき, U ∩V 6=
∅である. 実際, U ∩ V = ∅とすれば, (X \U)∪ (X \ V ) = X となり, X が既約で
あることに反する.

(2) X が既約空間であるとし, U ⊂ X を空ではない開集合とする. U に相対位相を入
れる. このとき, U も既約空間である. 詳細は読者にまかせる.

(3) ϕ : X → Y を連続写像とする. X が既約空間であるとき, ϕ(X) (ϕ(X)の閉包)も
既約空間である.
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2.8 アフィン平面代数曲線上の関数と写像
以下, C = V (f)を既約なアフィン平面代数曲線とする. また, アフィン平面代数曲線を
単に曲線ということにする.

定義 2.8.1. (1) 写像 u : C → k が C 上の正則関数であるとは, ある U ∈ k[x, y]が存
在して, 任意の P ∈ C に対して, u(P ) = U(P )が成り立つときにいう.

(2) C 上の正則関数全体の集合を k[C]とかき, C の座標環という.

命題 2.8.2. (1) k[C]は k を含む整域である.

(2) k[C] ∼= k[x, y]/(f).

証明. (2) Φ : k[x, y] → k[C];U 7→ U |C は全射である.

Φ(U) = Φ(V ) ⇐⇒ U |C = V |C
⇐⇒ (U − V )|C
⇐⇒ U − V ∈ (f)

が成り立つ (最後の “⇒” は定理 2.7.4 による). よって k[C] は (集合として) 剰余環
k[x, y]/(f)に一致する. したがって, 自然に環となり, k[C] ∼= k[x, y]/(f)である.

(1) k[C]が k を含むことは, C 上の定数関数を考えることでわかる. k[x, y]/(f)が整域
であることは, f が既約であることからわかる.

注意 2.8.3. 上記命題は k[C]が環であることを示してから, 準同型定理を用いても示せる.

命題 2.8.4. u ∈ k[C]とし, U ∈ k[x, y]は U |C = uをみたすとする.

VC(u) := {P ∈ C | u(P ) = 0} = C ∩ V (U)

が成り立つ.

証明.

VC(u) = {P ∈ C | u(P ) = 0} = {P ∈ C | U(P ) = 0} = C ∩ V (U)

である.

定義 2.8.5. C ′ ⊂ A2 を既約曲線とする.

(1) 写像 ϕ : C → C ′ に対し (または ϕ : C → A2 に対し), ある u1, u2 ∈ k[C]が存在
して,

ϕ(P ) = (u1(P ), u2(P )) (∀P ∈ C)
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が成立するとき, ϕは正則写像であるという.

(2) さらに, 正則写像 ψ : C ′ → C が存在し,

ψ ◦ ϕ = idC , ϕ ◦ ψ = idC′

が成立するとき, ϕは同型であるという.

命題 2.8.6. 正則写像 ϕ : C → C ′ は連続である (位相空間の間の写像として).

証明. 任意の閉集合 F ⊂ C ′ に対して, ϕ−1(F ) ⊂ C が閉集合であることを示せばよい.

F = C ′ ∩ V (G1) ∩ · · · ∩ V (Gr) (G1, . . . , Gr ∈ k[x, y])

と表せば
ϕ−1(F ) = C ∩ ϕ−1(V (G1)) ∩ · · · ∩ ϕ−1(V (Gr))

が成り立つ.

ϕ−1(V (G1)) = {P ∈ C | ϕ(P ) ∈ V (G1)}
= {P ∈ C | G1(ϕ(P )) = 0}
= {P ∈ C | (G1(U1, U2))(P ) = 0}
= C ∩ V (G(U1, U2))

となる (ここで, ϕ = (U1, U2), U1, U2 ∈ k[x, y]と表示した). G1(U1, U2) ∈ k[x, y]である
ので, ϕ−1(V (G1))は C の閉集合である. したがって, ϕ−1(F )は C の閉集合である.

命題 2.8.7. 正則写像 ϕ : C → C ′ に対し, 写像

ϕ∗ : k[C ′] → k[C]; v 7→ v ◦ ϕ

は well-definedで, ϕ∗ は k-準同型 (環の準同型で ϕ∗|k = idk)である.

証明. well-defined であることを確かめる. ϕ = (U1, U2) (U1, U2 ∈ k[x, y]) と表示でき
る. v ∈ k[C ′]に対し, V ∈ k[x, y]をとり V |C′ = v であるとする.

(v ◦ ϕ)(P ) = V (U1, U2)(P ) (∀P ∈ C)

であり, V (U1, U2) ∈ k[x, y]より, v ◦ϕ ∈ k[C]である. 環の準同型であることは証明を略
す.

命題 2.8.8. C ′, C ′′ を既約曲線とする. ϕ : C → C ′, ψ : C ′ → C ′′ が正則写像であるとす
る. このとき, 次が成り立つ.
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(1) ψ ◦ ϕは正則写像である.

(2) (ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗ が成り立つ.

証明. (1) ϕ = (U1, U2), ψ = (V1, V2)と多項式で表示しておけば
ψ ◦ ϕ = (V1(U1, U2), V2(U1, U2))

と表され, 各成分は多項式で表される.

(2) w ∈ k[C ′′]として, (ψ ◦ ϕ)∗(w)を写像の合成として表示すればわかる.

定理 2.8.9. (1) C から C ′ への正則写像全体の集合から, k[C ′]から k[C]への k 準同
型全体の集合への写像 Φ : ϕ 7→ ϕ∗ は全単射である.

(2) ϕ : C → C ′ が同型であるための必要十分条件は, ϕ∗ : k[C ′] → k[C]が同型である
ことである.

証明. (1) まず, ϕ∗x = x ◦ ϕ, ϕ∗y = y ◦ ϕより,

ϕ = (ϕ∗x, ϕ∗y)

であることに注意する. Φ が単射であることは, ϕ∗ = ψ∗ であるときに, ϕ∗x = ψ∗x,

ϕ∗y = ψ∗y であることからわかる. Φ が全射であることを示す. α : k[C ′] → k[C] を
k-準同型とする. u1 = α(x), u2 = α(y) とする. v ∈ k[C ′] を表す多項式を V とする
と, V は x, y についての多項式であるので α(v) = V (u1, u2) と表せることに注意する.

写像 ϕα : C → A2 を P 7→ (u1(P ), u2(P )) によって定める. このとき, ϕα(C) ⊂ C ′

と ϕ∗
α = α を確かめる. C ′ = V (f ′) とする. f ′ ∈ k[C ′] とみると, α(f ′) = 0 であ

る. f ′(u1(P ), u2(P )) = α(f ′)(P ) = 0 である. よって, (u1(P ), u2(P )) ∈ C ′ である.

v ∈ k[C ′] とすると, ϕ∗
αv = v ◦ ϕα = V ◦ ϕα = V (u1, u2) = α(v) である. 以上より,

Φ(ϕα) = ϕ∗
α = αとなり, Φは全射である.

(2) ϕが同型であるとする. 即ち, ψ : C ′ → C で, ψ ◦ ϕ = 1C , ϕ ◦ ψ = 1C∗ をみたすも
のがある. このとき

ϕ∗ ◦ ψ∗ = (ψ ◦ ϕ)∗ = 1∗C = 1k[C]

である. 同様に, ψ∗ ◦ ϕ∗ = 1k[C′] もわかる.

ϕ∗ : k[C ′] → k[C]が同型であるとする. β をその逆写像とする. (1)より, ある正則写
像 ψ : C ′ → C が存在して, ψ∗ = β である. このとき

ψ ◦ ϕ = ((ψ ◦ ϕ)∗x, (ψ ◦ ϕ)∗y) = ((ϕ∗ ◦ ψ∗)(x), (ϕ∗ ◦ ψ∗)(y))

= (1k[C](x), 1k[C](y)) = (x, y) = 1C

である. 同様に ϕ ◦ ψ = 1C′ であることもわかる.
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定義 2.8.10. k[C]の商体を k(C)と表し, C の関数体という.

注意 2.8.11. u ∈ k(C)とする.

u =
h

g
, g, h ∈ k[C], g 6= 0

とかける. g は k[C]の元として 0ではないので, 定理 2.7.4と命題 2.8.4より, VC(g)は有
限集合である. つまり

C \ VC(g) → k; P 7→ h(P )

g(P )

という写像が定義される. これを
u : C 99K k

と表す. このように写像に注目したとき, uを有理関数という.

定義 2.8.12. (1) u ∈ k(C) とし, P ∈ C とする. u の代表元 h
g をうまくとって

g(P ) 6= 0とできるとき, uは P で正則であるという.

(2) OP := {u ∈ k(C) | u は P で正則 }.
(3) mP := {u ∈ OP | u(P ) = 0}.
(4) Dom(u) := {P ∈ C | u は P で正則 }. u = h

g と表示するとき, C \ VC(g) ⊂
Dom(u)である.

例 2.8.13. k = C, f = x2+y2−1とし, C = V (f)を考える. f は既約である (ことの証
明は略す). u = (1− y)/x ∈ k(C)は (この表記では正則にはみえないが) P = (0, 1) ∈ C

で正則である. 実際,

1− y

x
=

1− y2

x(1 + y)
=

x2

x(1 + y)
=

x

1 + y

で, 一番右の式には (0, 1)を代入できる.

命題 2.8.14. (1) OP は k(C)の部分環である.

(2) mP はイデアルである. さらに I が OP の真のイデアルならば, mP に含まれる. 特
に, mP は OP の唯一の極大イデアルである.

(3) Dom(u)は C の開集合である.

証明. (1)と (2)の前半は読者への演習問題とする. (2)の後半を示す. I ⊊ OP をイデア
ルとする. u ∈ I とする. u = h/g (g(P ) 6= 0)と表す. h(P ) 6= 0とすると, g/h ∈ OP で
ある. よって 1 ∈ I, つまり I = OP となり, 矛盾する. よって h(P ) = 0であり, u ∈ mP

である. したがって, I ⊂ mP である.
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(3) Dom(u) 3 P とする. ある gP , hP ∈ k[C] が存在し, u = hP /gP かつ gP (P ) 6= 0

をみたす. よって
Dom(u) =

∪
P∈Dom(u)

C \ VC(gP )

であり, Dom(u)は開集合である.

定義 2.8.15. C ′ ⊂ A2を既約曲線とする. 空ではない開集合 U ⊂ C と写像 ϕU : U → C ′

(または ϕU : U → A2)に対し, ある u1, u2 ∈ k(C)が存在して
U ⊂ Dom(u1) ∩Dom(u2), ϕU (P ) = (u1(P ), u2(P )) (∀P ∈ U) (∗)

が成り立つとき, (U,ϕU )は有理写像 (を与える)という. このとき ϕU : C 99K C ′ (また
は ϕU : C 99K A2)とかく. U を明示せず, ϕ : C 99K C ′ などとかくこともある. (U,ϕU )

と (V, ψV )は
ϕU |U∩V = ψV |U∩V (∗∗)

のとき同じものであるとみなす. (U ∩ V 6= ∅が常に成立していることに注意せよ.)

注意 2.8.16. より厳密に有理写像とは, 集合
{(U,ϕU ) | U 6= ∅, (∗) をみたす u1, u2 が存在する }

について, 同値関係 (∗∗)を考えたときの同値類のことである. (推移律の確認が少々面倒
ではある.)

命題 2.8.17. 有理写像 ϕU : C 99K C ′ に対して, 写像 ϕU : U → C ′ は連続である.

証明. u1, u2 ∈ k(C) を用いて ϕU = (u1, u2) と表せる. 各 P ∈ U に対し,

g1P , h1P , g2P , h2P ∈ k[C]であり, g1P (P ) 6= 0かつ g2P (P ) 6= 0を満たし,

u1 =
h1P
g1P

, u2 =
h2P
g2P

となるものがとれる. このとき, g1P (P )g2P (P ) 6= 0である. UP = U \(U ∩VC(g1P g2P )),
ϕUP

:= ϕU |UP
とする. このとき, U =

∪
P∈U UP である. F ⊂ C ′ を閉集合とする.

ϕ−1
U (F ) = ϕ−1

U (F ) ∩
∪
P∈U

UP =
∪
P∈U

ϕ−1
U (F ) ∩ UP

=
∪
P∈U

ϕ−1
UP

(F )

である. 下の補題 2.8.18により, ϕ−1
UP

(F )が閉集合であることを示せばよい. 以下は, 読者
に委ねる.
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補題 2.8.18. X を位相空間とし, {Uλ}λ∈Λ を X の開集合の族とし, X =
∪

λ∈Λ Uλ とす
る. Y ⊂ X とする. このとき, Y が閉集合であるための必要十分条件は, 任意の λ ∈ Λに
対して Y ∩ Uλ が Uλ の閉集合であることである.

証明. Y が閉集合のとき, Y ∩ Uλ が閉集合であることは, 相対位相の定義から明らかであ
る. 一方, 各 λ ∈ Λに対して, Y ∩ Uλ が閉集合であるとする. このとき, X の閉集合 Fλ

が存在して, Y ∩ Uλ = Uλ ∩ Fλ をみたす. このとき

Y =
∩
λ∈Λ

((X \ Uλ) ∪ Fλ)

が示されればよい. この等式は読者への演習問題とする.

定義 2.8.19. (1) 正則写像 ϕ : C → C ′ が ϕ(C) = C ′ をみたすとき, ϕは支配的であ
るという.

(2) 有理写像 ϕU : C 99K C ′ が ϕU (U) = C ′ をみたすとき, ϕU は支配的であるという.

補題 2.8.20. ϕU : C 99K C ′ が支配的であるか否かは開集合 U の取り方に依存しない.

つまり, ϕU : C 99K C ′, ψV : C 99K C ′ が同じ有理写像であるときは,

ϕU (U) = C ′ ⇐⇒ ψV (V ) = C ′

が成り立つ.

証明. ϕU (U)が無限集合であるとき, ψV (V )が無限集合であることを言えばよい. 逆に,

ϕU (U) が有限集合であるとき, ψV (V ) が有限集合であることを言えばよい. これについ
ては, 次の命題の証明をみよ.

命題 2.8.21. ϕU : C 99K A2 を考える. ϕU (U) ⊂ A2 は 1点または既約曲線である.

証明. ϕU (U) は A2 の閉集合であり, さらに既約空間である (注意 2.7.10). したがっ
て, ϕU (U) は 1 点, 既約曲線, A2 のいずれかである. ϕU (U) 6= A2 であることを示す.

u, v ∈ k(C) = k(x, y)を用いて ϕU = (u, v)と表されているとする. f(x, y)は y を含む
ものとする. u, v がともに k 上代数的であるとき, u, v ∈ k となり, ϕU は定数写像である
ため, ϕU (U)は 1点となる. uが k 上超越的であるとする. k(x, y)/k(x)は代数拡大であ
るから, uは k(x)上代数的であり,

g(x, u) := an(x)u
n + · · ·+ a1(x)u+ a0(x) = 0, ai(x) ∈ k[x], an(x) 6= 0 (n ≥ 1)

とかける (分母を払った). uは k 上超越的であるから, ある iが存在して, deg ai(x) ≥ 1

である. N = max{deg ai(x)}とする. aiN を, deg ai < N のときは 0, deg ai = N のと
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きは ai(x)の最高次の係数と定めるとき,(∑
i

aiNu
i

)
xN + (低次の多項式) = 0

を得る. u が超越的であることに注意すれば, この式において xN の係数は 0 ではなく,

x は k(u) 上代数的であることがわかる. このとき, k(x, u, y) = k(x, y) は k(u) 上の代
数拡大である. v ∈ k(x, y) より, v は k(u) 上代数的である. したがって, ある多項式
h ∈ k[x, y] \ k が存在して h(u, v) = 0をみたす. これは ϕU (U) ⊂ V (h)を意味するので,

ϕU (U) ⊂ V (h) ⊊ A2 となる.

次の 2 つの命題と定理は重要ではあるが, 正則写像の場合と重なるところがあるので,

読者への演習問題とする.

命題 2.8.22. ϕU : C 99K C ′ を支配的有理写像とする. 写像

ϕ∗
U : k(C ′) → k(C); v 7→ v ◦ ϕU

は well-definedであり, k-準同型である.

命題 2.8.23. C ′, C ′′ を既約曲線とし, ϕU : C 99K C ′, ψV : C ′ 99K C ′′ を支配的有理写像
とする. このとき,

(1) ψV ◦ ϕU : ϕ−1
U (V ) → C ′′ は支配的有理写像を与える.

(2) (ψV ◦ ϕU )
∗ = ϕ∗

U ◦ ψ∗
V が成り立つ.

定理 2.8.24. (1) C から C ′ への支配的有理写像全体の集合から, k(C ′)から k(C)へ
の k 準同型全体の集合への写像 Φ : ϕ 7→ ϕ∗ は全単射である.

(2) 有理写像 ϕ : C 99K C ′ に対して, 有理写像 ψ : C ′ 99K C が存在して

ψ ◦ ϕ = 1, ϕ ◦ ψ = 1

となる (ある開集合上で恒等写像となる) ための必要十分条件は, ϕ∗ : k(C ′) →
k(C)が同型であることである. (このとき, ϕは双有理写像であるという.)
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2.9 代数曲線の局所的性質
以下, C = V (f) を既約曲線とする. fx, fy で f の (形式的) 偏微分を表す. 即ち,

f =
∑

i≥0, j≥0 aijx
iyj と表すとき,

fx =
∑

i≥1, j≥0

iaijx
i−1yj , fy =

∑
i≥0, j≥1

jaijx
iyj−1

である.

定義 2.9.1. P ∈ C に対して fx(P ) = fy(P ) = 0がみたされるとき, P は C の特異点で
あるという. そうではないとき, 非特異点であるという.

命題 2.9.2. Sing(C) := {P ∈ C | P は特異点 }は有限集合である.

証明. fx, fy のいずれかが多項式として 0でなければ定理 2.7.4よりわかる. fx = fy = 0

とする. (i, j) 6= (0, 0)ならば iaij = jaij = 0である. p = ch k = 0のとき, aij = 0とな
り, f ∈ k とわかる. これは deg f ≥ 1に矛盾する. p = ch k > 0とする. aij 6= 0 ならば,

i, j ともに pで割り切れる. したがって,

f =
∑
k,l

aklx
pkypl

とかける. k は代数閉体より akl = bpkl となる元 bkl が存在し,

f =
∑
k,l

bpklx
pkypl =

∑
k,l

bklx
kyl

p

と表せる. これは f が既約であることに反する.

定理 2.9.3. P ∈ C \ Sing(C)とする.

(1) 次をみたす t ∈ OP が存在する:

(a) t ∈ mP ;

(b) 任意の u ∈ k(C) \ {0} に対して, ある k ∈ Z と v ∈ OP \ mP が存在して,

u = tkv をみたす.

(2) (b)の k は tの取り方に依らずに uに対して一意に決まる.

証明. (1) P = (α, β)とし, fy(P ) 6= 0とする. y − β = (x − α)v (v ∈ OP )と表示でき
ることを示す. f(x, y)を x− α, y − β で展開する (f∼(x, y) = f(x+ α, y + β)ととれば
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f∼(x− α, y − β) = f(x, y)となる). 2次以上の項のみからなる多項式 g を用いて

f(x, y) = a(x− α) + b(y − β) + g(x− α, y − β)

と表せる. 0 6= fy(α, β) = bである. さらに f(x, y)を

f(x, y) = (x− α)ϕ(x) + (y − β)(b+ h(x− α, y − β)) (h(0, 0) = 0)

と表示できる. k(C)の元としてみれば

y − β = (x− α)v, v =
−ϕ(x)

b+ h(x− α, y − β)
∈ OP

となる. t = x− αとおく. t ∈ mP である. この tが条件 (b)をみたすことをみる.

u ∈ OP \ {0} のとき, u = tkw (k ≥ 0, w ∈ OP \ mP ) と表示できることを示す.

u 6∈ mP なら u = t0uである. u ∈ mP とする. ある p, q ∈ k[x, y]が存在して

u =
p|C
q|C

, p(P ) = 0, q(P ) 6= 0

をみたす. p∼(x, y) = p(x+ α, y + β)とすると,

p(x, y) = p∼(x− α, y − β) = p∼(t, tv) = tr (r ∈ OP )

とかけて,

u = t · r
q
= tu1

とできる. u1(P ) = 0ならば, 同じ操作を繰り返す. これが有限回の操作で終わることを
示す. u = p/q について, pは f で割り切れないので

fξ + pη = a

をみたす ξ, η ∈ k[x, y], a ∈ k[x] \ {0}がとれる. a = tka0, a0(α) 6= 0とする. p = tℓw

としたとき, ` ≤ k であることを示す. ` > k と仮定する. k(C)の元として

pη = a

⇒ tℓw · η = tka0

⇒ tk(tℓ−kwη − a0) = 0

⇒ tℓ−kwη − a0 = 0

をみたす. P を代入すると, a0(α) = 0となり, 矛盾である. したがって, ` ≤ k である.
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u ∈ k(C) \ {0}のときを考える. ある p, q ∈ k[x, y]が存在して

u =
p|C
q|C

をたす. p, q ∈ OP より, p = tkv, q = tℓw とできる. よって

u = tk−ℓ v

w
,

v

w
∈ OP \mP

と表示できる.

(2) t, t′ ∈ mP が条件 (b)をみたすとする. k, ` ≥ 1として

t′ = tkv, t = (t′)ℓw

が成り立つとする.
t = (tkv)ℓw = tklvℓw

であり,
tkl−1vℓw = 1

である. したがって, k = ` = 1である. u = tmz1 = (t′)nz2 と仮定する. tmz1 = (tv)nz2

となり, tm−nz1 = vnz2 を得る. よってm = nである.

定義 2.9.4. 定理 2.9.3 において, t を P での局所パラメータ (local parameter) という.

また, (b)における k を ordP (u)と表す.

命題 2.9.5. u ∈ OP , ordP (u) = 1ならば uは局所パラメータである.

定理 2.9.6. P ∈ C \ Sing(C)とし, fy(P ) 6= 0とする. このとき, 次が成立する.

(1) x− x(P ) ∈ OP は P での局所パラメータである;

(2) x ∈ k(C) (= k(x, y))は k 上超越的であり, k(C)/k(x)は分離拡大である;

(3) 導分 d/dx : k(C) → k(C)が自然な導分 k[x] → k[x];
∑

i aix
i 7→

∑
i iaix

i−1 の拡
張として定まる;

(4) dy/dx = −fx/fy;
(5) d2y/dx2 = detH(f)/f3y である. ここで,

H(f) =

 fxx fxy fx
fxy fyy fy
fx fy 0


である.
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証明. (1) 定理 2.9.3の証明よりわかる.

(2) xが k 上代数的であるとする. このとき, x ∈ k である. ある c ∈ k が存在して, C

上で x− c = 0となり, これが C の定義多項式となる. よって, fy = 0となる. fy(P ) 6= 0

に矛盾する. よって xは k 上超越的である. fy(P ) 6= 0より, f は変数 y を含む. f(x, Y )

は y の k(x) 上の最小多項式 (の定数倍) である. fY (x, Y ) 6= 0 であるので, 系 2.4.16 よ
り, y は k(x)上分離的である. 命題 2.4.18より k(C)/k(x)は分離拡大である.

(3) (2)と命題 2.5.4, 定理 2.5.6よりわかる.

(4) k(C)の元として f(x, y) = 0である. d/dxを作用させると,

fx + fy ·
dy

dx
= 0

を得る. したがって, dy/dx = −fx/fy である.

(5) (4)でさらに d/dxを作用させる.(
fxx + fxy

dy

dx

)
+

(
fxy + fyy ·

dy

dx

)
dy

dx
+ fy ·

d2y

dx2
= 0

となる. したがって

d2y

dx2
= − 1

fy

{
fxx + 2fxy

(
−fx
fy

)
+ fyy

(
fx
fy

)2
}

=
1

f3y
{−fxxf2y + 2fxyfxfy − fyyf

2
x}

=
1

f3y
det

 fxx fxy fx
fxy fyy fy
fx fy 0


を得る.

定義 2.9.7. C ′ = V (g) を既約曲線とする. P ∈ C \ Sing(C), P ∈ C ∩ C ′ とする.

g ∈ k[C]とみる.
IP (C,C

′) := ordP (g)

を C と C ′ の P での局所交点数という.

補題 2.9.8. 上の状況で, P ∈ C ′ \ Sing(C ′) でもあるとする. f ∈ k[C ′] とみる. この
とき,

ordP (f) = ordP (g)

が成り立つ.
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証明. P = (α, β)とする. 命題 2.9.5より, t = a(x−α)+ b(y−β)が C,C ′ のどちらに対
しても P での局所パラメータとなるように, a, b ∈ k を選ぶことができる. g = tk(p/q),

f = tℓ(s/r)とする (p, q, r, s ∈ k[x, y], いずれも P を代入して 0ではない). k[x, y]の元
として

tkp− gq = fh1, t
ℓs− fr = gh2

と表せる. k[C]の元として
tkp− gq = 0, tℓs = gh2

と表せるので,
tℓsq = gqh2 = tkph2

である. sq ∈ OP \mP より ` ≥ k である. k[C ′]の元として

tkp = fh1, t
ℓs− fr = 0

と表せるので,
tkpr = frh1 = tℓsh1

である. pr ∈ OP \mP より k ≥ `である. 以上より, k = `である.

命題 2.9.9. P = (α, β) ∈ C とする.

(1) P ∈ C \ Sing(C) ⇐⇒ ある直線 `が存在して IP (C, `) = 1.

(2) P ∈ C \ Sing(C) ⇒ IP (C, `) ≥ 2をみたす直線 `がただ一つ存在する.

(3) (2)の直線は
fx(P )(x− α) + fy(P )(y − β) = 0

で与えられる. これを P での接線といい, TPC とかく.

証明. f(x, y) =
∑

i+j≥1 aij(x − α)i(y − β)j とかける. fx(P ) = a10, fy(P ) = a01 で
ある.

(1) 左から右を示す. fy(P ) 6= 0のとき, x− αは局所パラメータである. x− α = 0と
いう直線 `を考えれば, IP (C, `) = 1である. 右から左を示す. P ∈ Sing(C)と仮定する.

fx(P ) = fy(P ) = 0であり,
∑は i+ j ≥ 2から始まる. 直線の局所パラメータは x− α

または y − β のいずれかであるので, C との P での局所交点数がいつでも 2以上である
ことがわかる.

(2) fy(P ) 6= 0とする. x− αが C の局所パラメータとなる. P を通る直線は

`ab : a(x− α) + b(y − β) = 0 ((a, b) 6= (0, 0))
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と表される. b = 0のとき, IP (C, `a0) = 1となる. b 6= 0とする. x−αは `ab の局所パラ
メータにもなる. `ab 上 y − β = −a

b (x− α)であり,

f(x,−(a/b)(x− α) + β) = (x− α)(a10 − a01(a/b)) + (高次の式)

とかかれる.

IP (C, `ab) ≥ 2 ⇐⇒ a10 − a01
a

b
= 0

⇐⇒ `ab : fx(P )(x− α) + fy(P )(y − β) = 0

となり, 主張が得られる. この証明から (3)の主張も導かれる.

定義 2.9.10. IP (C, TPC) ≥ 3となる点 P ∈ C \ Sing(C)を変曲点という.

命題 2.9.11. ch k 6= 2, P ∈ C \ Sing(C), fy(P ) 6= 0とする. P が変曲点であるための
必要十分条件は (d2y/dx2)(P ) = 0が成り立つことである.

証明. f(x, y) =
∑

i+j≥1 aij(x−α)i(y−β)j とかいておく. 偏微分と aij の関係を見ると,{
fx(P ) = a10, fy(P ) = a01

fxx(P ) = 2a20, fxy(P ) = a11, fyy(P ) = 2a02

が成り立っている. 命題 2.9.9 (2)と同じ論法で (p 6= 2も注意して),

IP (C, `ab) ≥ 3 ⇐⇒

{
a10 − a01

a
b = 0

a20 − a11
a
b + a22(

a
b )

2 = 0

⇐⇒


a
b = fx(P )

fy(P )

1
2fxx(P )− fxy(P ) · fx(P )

fy(P ) +
1
2fyy(P ) ·

(
fx(P )
fy(P )

)2
= 0

が成り立つ. 一番下の式は, −1
2fy(P )2 detH(f)(P ) = 0に等しいので, IP (C, TPC) ≥ 3で

あるための必要十分条件は, detH(f)(P ) = 0, 即ち, (d2y/dx2)(P ) = 0である.

系 2.9.12. ch k 6= 2, P ∈ C \ Sing(C) とする. P が変曲点であるための必要十分条件
は, detH(f)(P ) = 0が成り立つことである.

注意 2.9.13. ch k = p > 2, xp+1+ yp+1+1 = 0で定義される既約曲線を考えるとき, 系
2.9.12を使って, この曲線上のすべての点が変曲点であることを証明することができる.
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2.10 双対写像と双対原理
ここでも, C = V (f) ⊂ A2 を既約曲線とする. ある点 P ∈ C に対して, fx(P ) 6= 0ま
たは fy(P ) 6= 0であるので, ここでは「fy(P ) 6= 0となる点 P ∈ C が存在する」として
話を進める. このとき, 多項式としても fy 6= 0である.

注意 2.10.1. p = 0 かつ「f は一次式ではない」ならば fy は多項式として 0 ではない.

したがってこの仮定のもとではいつでも「fy(P ) 6= 0となる点 P ∈ C が存在する」が成
り立つ.

このことを確認する. f =
∑n

i=0 ai(x)y
i とする. fy =

∑n
i=1 iai(x)y

i−1 かつ fy = 0と
する. fy = 0より iai(x) = 0である. p = 0より, ai(x) = 0である. よって, f = a0(x)

が従う. f は既約であるから, a0(x)は一次式である.

fy(P ) = 0となる C 上の点は有限個であるから, 開集合 C \ V (fy)上の点 P = (α, β)

での接線は
fx(P )(x− α) + fy(P )(y − β) = 0

となり,
fx(P )

fy(P )
x+ y +

(
−fx(P )
fy(P )

α− β

)
= 0

と表せる.

定義 2.10.2. 「fy(P ) 6= 0となる点 P ∈ C が存在する」と仮定する. 写像

γ : C \ V (fy) → A2; (x, y) 7→
(
fx
fy
, −fx

fy
x− y

)
(が与える有理写像)を双対写像 (またはガウス写像)という.

定義 2.10.3. C∗ = γ(C \ V (fy))を双対曲線という.

注意 2.10.4. (1) 命題 2.8.21より C∗ は 1点または既約曲線である.

(2) C が直線であることは, C∗ が 1点であることと同値である. C が直線であるとき 1

点となるのは計算により確かめられる. C∗ = {L}とする. 任意の P ∈ C \ V (fy)

に対して P ∈ TPC = Lとなり, C \ V (fy) ⊂ Lより C = Lがわかる.

(3) deg f > 1のとき, C∗ は既約曲線となる.

(4) C∗ の定義方程式を g(z, w) = 0とする. ある Q ∈ C∗ が存在して gw(Q) 6= 0であ
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れば, C と同様に, 双対写像

γC∗ : C∗ \ V (gw) → A2; (z, w) 7→
(
gz
gw
, − gz

gw
z − w

)
が定義される.

以下, この節では k の標数を 0とする. つぎが, 射影双対性である (“射影”とついてい
るのは本来は次章の定義 3.5.8と注意 3.5.9の形で述べられる為である). 証明は Kleiman

[14]を参考にしている.

定理 2.10.5 (射影双対性). deg f > 1とし, fy 6= 0とする. C∗ の定義式を g(z, w) = 0

とする. このとき (gw 6= 0でもあり),

C∗∗ = C

が成立する. さらに, k(C∗) = k(C)である.

証明. 定理 2.9.6 (4)より, dy/dx = −fx/fy である. このとき

γ =

(
−dy
dx
,
dy

dx
x− y

)
である. それぞれ z, w とおく. これらを xで微分して

dz

dx
= −d

2y

dx2
,

dw

dx
=
dy

dx
+ x

d2y

dx2
− dy

dx
= x

d2y

dx2

(
= −xdz

dx

)
を得る. ここで dz/dx = 0 であれば dw/dx = 0 でもあり, (h(x, z) = 0 となる多項式 h

をとり xでの微分を考察することに加えて)標数 0であることに注意すれば z と w は定
数となることが確かめられる. したがって, dz/dx 6= 0 ( ⇐⇒ dy2/dx2 6= 0) がわかる.

g(z, w) = 0に d/dxを作用させると

gz
dz

dx
+ gw

dw

dx
= 0

を得る. gw = 0 と仮定すると dz/dx 6= 0 より gz = 0 となるが, これはない. よって,

gw 6= 0である. 即ち, z で微分を行うことができる. このとき

−dw
dz

= −
(
dw

dx

)
/

(
dz

dx

)
= x,
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(
dw

dz

)
z − w = −xz − w = y

となる. したがって, γC∗(C∗ \ V (gw)) ⊂ C であり, C∗∗ = C である. 一方, k(C) ⊃
k(C∗) ⊃ k(C∗∗)で一番右の体が x, y を含んでいるのでこれらの体はすべて等しい.

定義 2.10.6. 異なる 2点 P1, P2 ∈ C \ Sing(C)に対して TP1
C = TP2

C がみたされると
き, TP1

C を多重接線という.

定理 2.10.7. deg f > 1ならば, C = V (f)の多重接線は有限個である.

証明. 定理 2.10.5 の証明にあるように, γC∗ により x, y が復元されているので, γC∗ ◦ γ
は C の有限個の点を除いて単射である. よって求める結果を得る.

定理 2.10.8. C の変曲点は有限個である.

証明. 定理 2.10.5 の証明にあるように, d2y/dx2 6= 0 である. 命題 2.9.11 より変曲点は
fy(P ) 6= 0のときは (d2y/dx2)(P ) = 0となる点であるから, このような点は有限個であ
る.

2.11 正標数の平面幾何
標数を p > 2とする. f(x, y) = x2p−1y−1とし, C = V (f)を考える. f は既約である.

fx = (2p− 1)x2p−2y = −x2p−2y, fy = x2p−1

であることに注意する. 任意の P ∈ C で fy(P ) 6= 0であり, すべて非特異点である. また
双対写像 γ は (

−y
x
, x× y

x
− y
)
=
(
−y
x
, 0
)

と計算される. よって, 双対曲線 C∗ は g = w = 0で定義される.

命題 2.11.1. C∗ について, gw 6= 0であるが, C∗∗ 6= C となる.

証明. gz = 0, gw = 1 6= 0 である. これにより, γC∗ = (0, 0) である. よって, C∗∗ =

{(0, 0)} 6= C である.

命題 2.11.2. C の多重接線は無限個ある.

証明. P = (x, y) ∈ C に対して P ′ := (−x,−y) とすれば, P ′ ∈ C である. このとき,
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γ(P ) = γ(P ′)である. したがって P 6= (0, 0)とすれば, P 6= P ′でありかつ TPC = TP ′C

となる P ′ が存在している.

命題 2.11.3. C の変曲点は無限個ある.

証明. dy/dx = y/xであり,

d2y

dx2
=

1

x2

(
dy

dx
× x− y

)
=

1

x2

(y
x
× x− y

)
= 0

が成り立つ. 命題 2.9.11より, 任意の P ∈ C が変曲点である.

注意 2.11.4. (α, β) ∈ C での接線は

−α2p−2β(x− α) + α2p−1(y − β) = 0

⇒ −α2p−2βx+ α2p−1y = 0

⇒ −βx+ αy = 0

と計算される ((α, β) ∈ C より常に α 6= 0であることに注意せよ). したがって, すべての
接線が原点 (0, 0)を通る.

定理 2.11.5. (標数が正であっても) d2y/dx2 6= 0ならば, 定理 2.10.5, 2.10.7, 2.10.8は
すべて成立する.

注意 2.11.6. 次は同値である.

(1) d2y/dx2 6= 0;

(2) xは k(z)上分離的である;

(3) k(C)/k(C∗)は分離拡大である.

このとき, C は reflexiveであるという.

注意 2.11.7. 正標数の射影双対性に関心をもった読者には,楫氏の解説文 [12]とKleiman

のサーベイ [15]をお薦めする. Hefez, 本間, 楫らの論文に当たれば, 1980年代から 90年
代前半にかけて, かなり詳細に研究が進んだことが確かめられるであろう. (逆に, 問題は
もう残っていないかもしれない.)
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3 射影平面代数曲線とガロア点
本章の 3節までと 5節は Shafarevich [19, I.1]を参考にして, 本書の目的に必要な解説
を加えた. 4 節の射影は, 良く知られていて易しいことではあるのだが, 本書のような入
門書では, きちんと言及されていないのではないかと思う. ガロア点の導入に必要である.

(また進んだテキストでも, 射影の表現に依らずに中間体が一意であることについて, 詳し
く述べられていないように思われる.) 6節ではガロア点を導入し, 具体例を計算している.

本章を終えた段階で, 射影を計算でき,「ガロア点かどうか」考えることができれば, 本書
の目的の半分は果たされたことになる.

本章では k を代数閉体とし, その標数を pで表す.

3.1 射影平面とザリスキー位相
n+ 1次元アフィン空間から原点 (0, . . . , 0)を取り除いた集合 An+1 \ {(0, . . . , 0)}上に
関係 ∼を

x ∼ y ⇐⇒ ある λ ∈ k \ {0} が存在して x = λy をみたす

と定める. これは同値関係である. 同値類全体の集合を Pnとかき,射影空間という. n = 2

のとき, P2 を射影平面という. 射影空間 Pn に, 自然な写像 π : An+1 \ {(0, . . . , 0)} → Pn

による商位相を入れる. これをザリスキー位相という.

注意 3.1.1. この位相の入れ方は一般的ではないと思われる. k が無限集合であることか
ら他の多くのテキストと同値の定義となる. 下の系 3.1.4を見よ.

定義 3.1.2. (X0, . . . , Xn) ∈ An+1 \ {(0, . . . , 0)}の同値類を (X0 : · · · : Xn)とかく. こ
の表示を斉次座標という.

以下, 主に n = 2の場合を考える. 斉次座標も (X : Y : Z)という表記を頻繁に使う.

命題 3.1.3. V ⊂ P2 を部分集合とする. V が閉集合であるための必要十分条件は, ある斉
次多項式 F1, . . . , Fr ∈ k[X,Y, Z]が存在して V = π(V (F1, . . . , Fr) \ {(0, 0, 0)})が成り
立つことである.

証明. V が閉集合であるとする. 逆像 π−1(V ) が閉集合であるから, F1, . . . , Fr ∈
k[X,Y, Z] が存在して, π−1(V ) = V (F1, . . . , Fr) ∩ (A3 \ {(0, 0, 0)}) をみたす. この
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とき, V = π(V (F1, . . . , Fr) ∩ (A3 \ {(0, 0, 0)})) である. Fij で Fi の j 次斉次成分を
表すものとする. V (F1, . . . , Fr) =

∩
i,j V (Fij) を示す. “⊃” は容易である. “⊂” を示

す. P ∈ V (F1, . . . , Fr)とする. P = (0, 0, 0)なら示すことは何もない. そうではないと
する. P ∈ π−1(V ) より, 任意の λ ∈ k \ {0} に対して λP ∈ π−1(V ) である. つまり,

λP ∈ V (F1, . . . , Fr)である. よって

0 = Fi(λP ) =
∑
j

λjFij(P )

であり, 一番右の式を λの多項式とみれば, k が無限体であることから, すべての j に対し
て Fij(P ) = 0をみたすことがわかる.

逆に, 条件をみたす斉次式 F1, . . . , Fr の存在を仮定する. π−1(V ) = V (F1, . . . , Fr) \
{(0, 0, 0)} を示す. 仮定より π−1(V ) = π−1(π(V (F1, . . . , Fr) \ {(0, 0, 0)})) ⊃
V (F1, . . . , Fr) \ {(0, 0, 0)}. P ∈ π−1(V )とする. π(P ) ∈ π(V (F1, . . . , Fr) \ {(0, 0, 0)})
であり, ある P ′ ∈ V (F1, . . . , Fr)\{(0, 0, 0)}が存在して π(P ) = π(P ′)をみたす. このと
き, ある λ ∈ k \ {0}が存在して P = λP ′ である. Fi(P ) = Fi(λP

′) = λdegFiFi(P
′) = 0

となる.

系 3.1.4. V ⊂ P2 が閉集合であるための必要十分条件は, ある斉次多項式 F1, . . . , Fr ∈
k[X,Y, Z]が存在して V = V (F1) ∩ · · · ∩ V (Fr)をみたすことである. 但し,

V (Fi) := {(a : b : c) ∈ P2 | Fi(a, b, c) = 0}

と定める.

補題 3.1.5. 多項式 f(x, y) ∈ k[x, y] \ {0}に対し,

f∼ := Zdeg ff(X/Z, Y/Z) ∈ k[X,Y, Z]

と定義する. このとき, 次が成立する.

(1) 対応 f 7→ f∼ により集合 k[x, y] \ {0}と集合

{F ∈ k[X,Y, Z] |斉次かつ Z で割れない }

は一対一に対応する.

(2) f が既約である ⇐⇒ f∼ が既約である.

(3) g が f の既約因子である ⇐⇒ g∼ が f∼ の既約因子である.
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証明. (1) f∼ が斉次であることはすぐにわかる. f∼ が Z で割れないことを示す. fd

で f の d = deg f の斉次成分を表すとする. fd =
∑d

i=0 aix
iyd−i とすれば, f∼d =∑d

i=0 ai(X/Z)
i(Y/Z)d−iZd =

∑d
i=0 aiX

iY d−i であり, Z で割れない. f の他の斉次成
分に関してこの操作で出てくる斉次多項式は Z で割れる.

次に一対一の対応であることを示す. f 7→ f∼ 7→ f∼(x, y, 1) = f であることを示す.

f =
∑

i,j aijx
iyj と表示すれば, f∼ =

∑
i,j aijX

iY jZdeg f−(i+j) であり, f∼(x, y, 1) =∑
i,j aijx

iyj = f(x, y) である. F 7→ F (x, y, 1) 7→ F (x, y, 1)∼ = F であることを示す.

degF = dとし, F =
∑d

i=0Ai(X,Y )Zi (Ai は d − i次斉次で A0(X,Y ) 6= 0)と表示す
る. F (x, y, 1) =

∑d
i=0Ai(x, y)であり, A0(X,Y ) 6= 0より degF (x, y, 1) = dである.

F (x, y, 1)∼ =

d∑
i=0

Ai(X/Z, Y/Z)Z
d =

d∑
i=0

Ai(X,Y )Zi = F

となり, 求めるべき結果が得られた.

(2) “(⇒)” を示す. f∼ = GH とする. G,H は斉次多項式である. f∼ が Z で割
れないので, G,H も Z で割れない. f = f∼(x, y, 1) = G(x, y, 1)H(x, y, 1) であり,

degG(x, y, 1) = degG, degH(x, y, 1) = degH である. f は既約より degG(x, y, 1) = 0

または degH(x, y, 1) = 0である. したがって, Gまたは H は定数である.

“(⇐)”を示す. f = ghとする. f∼ = g∼h∼ が確かめられる. f∼ は既約より, g∼ また
は h∼ は定数である. よって g = g∼(x, y, 1)または h = h∼(x, y, 1)は定数である.

(3) “(⇒)”を示す. g が f の既約因子であるとする. (2)より g∼ は既約である. f = gh

であれば, f∼ = g∼h∼ であり, g∼ は f∼ の既約因子である. “(⇐)”を示す. g∼ が f∼ の
既約因子であるとする. f∼ = g∼H とかける. f = f∼(x, y, 1) = g∼(x, y, 1)H(x, y, 1) =

g(x, y)H(x, y, 1)であり, (2)より g は既約であるので, g は f の既約因子である.

注意 3.1.6. F 6= 0, F が斉次で F = GH のとき, Gと H はともに斉次である.

命題 3.1.7. f ∈ k[x, y]\{0}, UZ = {(X : Y : Z) ∈ P2 | Z 6= 0}とし,写像 ϕ : A2 → UZ ;

(x, y) 7→ (x : y : 1)を考える.

(1) ϕは全単射である.

(2) ϕ(V (f)) = V (f∼) ∩ UZ である.

(3) UZ に P2 の相対位相を入れれば, ϕは同相写像である.

証明. (1) は容易である. (2) は, (x, y, 1) ∈ UZ に対して f(x, y) = f∼(x, y, 1) であるこ
とからわかる.
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(3) ϕは, 写像A2 → A3\{((0, 0, 0)}; (x, y) 7→ (x, y, 1)と写像 π : A3\{(0, 0, 0)} → P2

の合成写像として表現できるので, 連続である. ϕ が閉写像であることは (2) よりわか
る.

X 6= 0で定義される開集合 UX , Y 6= 0で定義される開集合 UY についても同様のこと
が成り立つ. またこのとき, P2 = UX ∪ UY ∪ UZ が成り立っている.

3.2 射影平面代数曲線
定義 3.2.1. F (X,Y, Z) ∈ k[X,Y, Z] \ k を斉次多項式とする. V (F )を射影 (平面代数)

曲線という. F が既約であるとき, V (F )は既約であるという.

命題 3.2.2. F,Gは斉次多項式で, F は既約であるとする. F が Gを割り切らないとき,

V (F ) ∩ V (G)は有限集合である.

証明. F は既約であるので, Z で割れないとしてよい. G = ZrH (H は Z でも F でも割
れない斉次多項式)とする.

V (F ) ∩ V (G) = V (F ) ∩ (V (Zr) ∪ V (H))

= (V (F ) ∩ V (Z)) ∪ (V (F ) ∩ V (H) ∩ UZ)

である. V (F ) ∩ V (Z)は有限集合である. また, V (F ) ∩ V (H) ∩ UZ と V (F (x, y, 1)) ∩
V (H(x, y, 1))は一対一に対応しており, アフィンのときの結果から, 後者は有限集合であ
る.

命題 3.2.3. V ⊂ P2 が閉集合ならば次のいずれかである.

(1) P2;

(2) V (F ) (F は既約な斉次多項式);

(3) 有限集合 (∅を含む);

(4) (2)または (3)の和集合.

証明. アフィンのときと同じである. ポイントは命題 3.2.2である.

系 3.2.4. V (F ) (F は既約斉次多項式)に相対位相を入れる. V (F )の閉集合は次のいず
れかである.

(1) V (F );

(2) 有限集合 (∅を含む).
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命題 3.1.7の写像 ϕにより A2 と UZ を同一視する.

命題 3.2.5. 対応 V (f) 7→ V (f∼)により, 集合 {A2 の既約曲線 }と集合

{P2 の既約曲線で V (Z) ではない }

は一対一に対応する. また, V (f) = V (f∼)である.

証明. “V (f) = V (f∼)”であることは, “⊂”が容易にわかることと系 3.2.4による.

命題 3.2.6. F を定数ではない斉次多項式とする. V (F )が既約空間であることは F の既
約因子がただ一つであることと同値である.

証明. V (F )が既約空間であると仮定する. F は Z で割れないと仮定してよい. 仮定より,

V (F ) ∩ UZ = V (F (x, y, 1))は既約空間である. 命題 2.7.9より, F (x, y, 1) = gl (g は既
約) とかける. F = F (x, y, 1)∼ = (g∼)l である. 補題 3.1.5 (2)より g∼ は既約である.

F = Gl (Gは既約斉次)とする. V (F ) = V (Gl) = V (G)である. Gは Z で割れないと
してよい. V (G) ∩ UZ = V (G(x, y, 1)) である. 補題 3.1.5 (2)より, G(x, y, 1)は既約で
あり, 命題 2.7.9 より, V (G(x, y, 1)) は既約空間である. V (F ) = V (G) = V (G(x, y, 1))

より, V (F )も既約空間となる.

3.3 射影平面代数曲線上の関数と写像
この章では以下, C ⊂ P2 を既約な射影平面代数曲線とし, C ∩ UZ 6= ∅ を仮定する.

CX = C ∩UX , CY = C ∩UY , CZ = C ∩UZ とする. これらは (空集合でなければ)既約
なアフィン平面代数曲線と考えることができる (命題 3.1.7).

定義 3.3.1. k(C) = k(CZ)と定める. k(C)を C の関数体という.

注意 3.3.2. x′ = X/Y , z′ = Z/Y とする. k(CZ) = k(x, y), k(CY ) = k(x′, z′) であ
るが,

x 7→ x′

z′
, y 7→ 1

z′

という対応でこれらは同型である. (xと x′/z′ は P ∈ UZ ∩ UY で同じ値を出力するので,

x = x′/z′, y = 1/z′ とみることで, k(CZ) = k(CY )と考えることができる.) したがって,

k(C)は UZ , UY , UX の取り方に依存しない.
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定義 3.3.3. (1) u ∈ k(C)とし, P ∈ C (⊂ P2)とする. ある Ui ∈ {UX , UY , UZ}とあ
る g, h ∈ k[C ∩ Ui]が存在して

P ∈ Ui, u =
h

g
かつ g(P ) 6= 0

が成り立つとき, uは P で正則であるという.

(2) OP := {u ∈ k(C) | u は P で正則 }.
(3) mP := {u ∈ OP | u(P ) = 0}.
(4) Dom(u) := {P ∈ C | u は P で正則 }.

補題 3.3.4. (1) u ∈ k(C), P ∈ UY ∩ UZ とする. このとき,

ある gY , hY ∈ k[C ∩ UY ] が存在して u = hY /gY かつ gY (P ) 6= 0

⇐⇒ ある gZ , hZ ∈ k[C ∩ UZ ] が存在して u = hZ/gZ かつ gZ(P ) 6= 0.

(2) P ∈ C ∩ UZ であるとき, OP は C ∩ UZ に対して定義した OP と同型である.

証明. (1) gZ , hZ ∈ k[C ∩ UZ ]の存在を仮定する.

gZ(x, y) = gZ(x
′/z′, 1/z′) =

1

z′m
gZY (x

′, z′), gZY ∈ k[x′, z′]

と表示される. 同様に,

hZ(x, y) =
1

z′n
hZY (x

′, z′).

よって
hZ
gZ

=
hZY (x

′, z′)

gZY (x′, z′)
× z′m−n.

gZY (P ) = (z′mgZ)(P ) 6= 0, z′|m−n|(P ) 6= 0より, 条件をみたす gY , hY が (gZY , hZY の
いずれかに z′|m−n| をかけたもの)としてとれる.

(2) (別の開集合でとって正則となる関数が増えることのみが問題であるが, それはない
ことが) (1)よりわかる.

定義 3.3.5. C ′ ⊂ P2 を既約曲線とする. 空ではない C の開集合 U , Ui ∈ {UX , UY , UZ},
写像 ϕi

U : U → C ′ ∩ Ui (または ϕi
U : U → Ui)に対し, u1, u2 ∈ k(C)が存在して

U ⊂ Dom(u1) ∩Dom(u2), ϕ
i
U (P ) = (u1(P ), u2(P )) (∀P ∈ U)

が成立するとき, (U,ϕi
U )は有理写像 (を与える)という. このとき ϕi

U : C 99K C ′ (また
は ϕi

U : C 99K P2)とかく. また, (U,ϕi
U )と (V, ψj

V )は, ある開集合W ⊂ U ∩ V が存在
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して ϕi
U |W = ψj

V |W をみたすとき, 同じものとみなす. (より厳密に有理写像とは, 同値類
である.)

定義 3.3.6. ϕが与える有理写像 (の同値類)を [ϕ]とかく.

命題 3.3.7. (1) いずれかが 0ではない 3つの斉次多項式 F0, F1, F2 は (0であるか)次
数がすべて等しく, C 6⊂

∩
i V (Fi)が成り立つとする. (この条件を (∗)とかく.) こ

のとき写像

C \

(∩
i

V (Fi)

)
→ P2; P 7→ (F0(P ) : F1(P ) : F2(P ))

は有理写像 C 99K P2 を与える.

(2) (1)に記述した条件 (∗)をみたす組 (F0, F1, F2)全体の集合に

(F0, F1, F2) ∼ (G0, G1, G2) ⇐⇒ ∀i, j, ∀P ∈ C, (FiGj − FjGi)(P ) = 0

という関係を入れると, これは同値関係であり, 同値であるとき同じ有理写像を与
える.

(3) (∗) をみたす組 (F0, F1, F2) と (G0, G1, G2) が同じ有理写像を与えるならば,

(F0, F1, F2) ∼ (G0, G1, G2)である.

(4) 任意の有理写像 [ϕi
U ]に対し, (∗)をみたす (F0, F1, F2)と開集合 V ⊂ U が存在し,

∀P ∈ V, ϕi
U (P ) = (F0(P ) : F1(P ) : F2(P ))

が成り立つ.

証明. (1) C 6⊂ V (F2)としてよい. C\V (F2)上では P 7→ ((F0/F2)(P ) : (F1/F2)(P ) : 1)

とかける. (C \ V (F2)) ∩ UZ 6= ∅よりこの写像は

P 7→
(
F0(x, y, 1)

F2(x, y, 1)
(P ) :

F1(x, y, 1)

F2(x, y, 1)
(P ) : 1

)
で与えられる. F0(x, y, 1), F1(x, y, 1), F2(x, y, 1) ∈ k[C ∩ UZ ]であり,

Fi(x, y, 1)/F2(x, y, 1) ∈ k(C) かつ (C \ V (F2)) ∩ UZ ⊂ Dom(Fi(x, y, 1)/F2(x, y, 1))

である (i = 0, 1).

(2) 前半は証明を略す. (F0, F1, F2) ∼ (G0, G1, G2)を仮定する. C 6⊂ V (F2)と仮定し
てよい. このとき, (C 上で) F2G0 = F0G2, F2G1 = F1G2 に注意すれば, C 6⊂ V (G2)で
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あることがわかる. このとき, 点 P ∈ C \ (V (F2) ∪ V (G2))に対して

(F0(P ) : F1(P ) : F2(P )) = (F0(P )G2(P ) : F1(P )G2(P ) : F2G2(P ))

= (F2(P )G0(P ) : F2(P )G1(P ) : F2G2(P ))

= (G0(P ) : G1(P ) : G2(P ))

が成り立つ.

(3) 仮定より, ある開集合 U ⊂ C が存在して

(F0(P ) : F1(P ) : F2(P )) = (G0(P ) : G1(P ) : G2(P )) (∀P ∈ U)

が成り立つ. C 6⊂ V (F2)と仮定してよい. このとき C 6⊂ V (G2)でもある.

(C \ V (F2)) ∩ (C \ V (G2)) ∩ U ∩ UZ 6= ∅

より, この開集合上で

P 7→
(
F0(x, y, 1)

F2(x, y, 1)
(P ) :

F1(x, y, 1)

F2(x, y, 1)
(P ) : 1

)
=

(
G0(x, y, 1)

G2(x, y, 1)
(P ) :

G1(x, y, 1)

G2(x, y, 1)
(P ) : 1

)
となる. よって C のある開集合上で

F0(x, y, 1)G2(x, y, 1)− F2(x, y, 1)G0(x, y, 1) = 0,

つまり
(F0G2 − F2G0)(x, y, 1) = 0

である. 開集合は稠密であるから, これは C 上で成立する. 他の Fi, Gj についても同様の
等式が証明され, (F0, F1, F2) ∼ (G0, G1, G2)である.

(4) ϕZ
U : U → UZ について考えればよい. ϕZ

U が U 上で u1, u2 ∈ k(C)により ϕ(P ) =

(u1(P ) : u2(P ) : 1) と表されているとする. u1 = h1/g1, u2 = h2/g2 (g1, h1, g2, h2 ∈
k[C ∩ UZ ])とかける. U ∩ (UZ \ V (g1g2)) 6= ∅である. この開集合上で写像

P 7→ (h1g2(P ) : g1h2(P ) : g1g2(P ))

は ϕZ
U と一致する. h1g2, g1h2, g1g2 の最高次にそろえて斉次化すれば, 求めるものを得

る.
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3.4 点からの射影とその計算
C ⊂ P2 を既約斉次多項式 F で定義された射影曲線とし, f(x, y) = F (x, y, 1)とする.

定義 3.4.1. F1, F2 を 1 次斉次式とし, V (F1) ∩ V (F2) は 1 点 P ∈ P2 から成るとする.

有理写像 πP : C 99K P1;Q 7→ (F1(Q) : F2(Q))を点 P からの射影という.

補題 3.4.2. (1) degF ≥ 2ならば, 射影により k(C)/k の k ではない中間体が得られ
る. それを π∗

P k(P1) とかく. k(C) = k(C ∩ UZ) = k(x, y) とかけば, π∗
P k(P1) =

k(F1(x, y, 1)/F2(x, y, 1))である.

(2) (1)の中間体は P を定義する式 F1, F2 の取り方に依らない. 特に P = (α : β : 1)

とすれば, π∗
P k(P1) = k((x− α)/(y − β))である.

証明. (1) degF ≥ 2より, F2(x, y, 1) 6= 0 (k(C)の元として)である.

F1(x, y, 1)/F2(x, y, 1) ∈ k

と仮定すると, ある α ∈ k が存在し, k(C)の元として, F1(x, y, 1) − αF2(x, y, 1) = 0と
なる. これは多項式としても成立することになり, V (F1) ∩ V (F2)が無限集合となる.

(2) P = (α : β : 1) とするとき, k(F1/F2) = k((x − α)/(y − β)) が示されればよい.

F2(x, y, 1) = a(x − α) + b(y − β)とする. ここで, a, bのいずれかは 0ではない. a 6= 0

とする. F1 を F2 で割ると, F1 = dF2 + e(y − β)をみたす d, e ∈ k で, e 6= 0をみたすも
のがある. ここで, F1/F2 = d+ e(y − β)/F2 である. 体の生成元の取り換えで,

k

(
F1

F2

)
= k

(
e(y − β)

F2

)
= k

(
y − β

F2

)
を得る. F2 を y − β で割って係数を調整すれば k((x− α)/(y − β))を得る.

注意 3.4.3. P = (0 : 0 : 1)であれば πP = (X : Y )であり, π∗
P k(P1) = k(x/y)である.

UY の座標 x′, z′ に関しては, x/y = x′ であり, k(C) = k(x′, z′), π∗
P k(P1) = k(x′)であ

る. 実際の計算では, このような見方の方が計算しやすい. 例えば, P = (1 : 0 : 0)のとき
は, k(C) = k(x, y), π∗

P k(P1) = k(y)であるため, 本書ではこの表記を頻繁に使用する.

この注意にあるように, P = (1 : 0 : 0)として, 次を得る.

命題 3.4.4. degF ≥ 2とする.

(1) f(X, y) ∈ k(y)[X]は xの k(y)上の最小多項式 (の定数倍)である.
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(2) [k(C) : π∗
P k(P1)] = degx f (≤ deg f).

(3) [k(C) : π∗
P k(P1)] = deg f ⇐⇒ P 6∈ C.

(4) [k(C) : π∗
P k(P1)] = deg f − 1 ⇐⇒ P ∈ (C ∩ UX) \ Sing(C ∩ UX).

証明. (1) f は k[x, y]の元として既約であり, xを含むので, k(y)[x]の元としても既約で
ある.

(2) (1)よりわかる.

(3) F =
∑

i ai(Y, Z)X
i と表示する. [k(C) : π∗

P k(P1)] = deg f ⇐⇒ adeg f ∈ k \ {0}
⇐⇒ F (1, 0, 0) 6= 0.

(4) (3)の表示を使って

[k(C) : π∗
P k(P1)] = deg f − 1

⇐⇒ adeg f = 0 かつ adeg f−1 は 0 ではない Y, Z の 1 次式　
⇐⇒ F (1, y′′, z′′) は y′′, z′′ の 1 次の項からはじまる
⇐⇒ P = (1 : 0 : 0) は C ∩ UX の非特異点

がわかる.

注意 3.4.5. [k(C) : π∗
P k(P1)], deg f ,「P ∈ C であるか否か」は P2 の射影変換で不変で

ある. したがって, (3)(4)は P の座標によらずに正しい (P = (α : β : 1)などの形であっ
ても). C の非特異性については次の節で再度議論する.

3.5 射影平面代数曲線の特異点
多項式 f(x, y), 斉次多項式 F (X,Y, Z)に対して, fx, FX で (形式的な)偏微分を表す.

補題 3.5.1. F ∈ k[X,Y, Z] \ {0}, f = F (x, y, 1) とする. このとき, fx = FX(x, y, 1),

fy = FY (x, y, 1)である.

証明. F (X,Y, Z) =
∑d

i=0 ai(Y, Z)X
i と表す. f(x, y) =

∑d
i=0 ai(y, 1)x

i である. FX =∑d
i=1 ai(Y, Z)iX

i−1 より FX(x, y, 1) =
∑d

i=1 ai(y, 1)ix
i−1 = fx(x, y) を得る. fy につ

いても同様である.

補題 3.5.2 (オイラーの公式). F を斉次多項式とし, degF = d ≥ 1 とする. このとき
dF = XFX + Y FY + ZFZ が成立する.

証明. F =
∑

i+j+k=d aijkX
iY jZk とする. XFX = (

∑
aijkiX

i−1Y jZk) × X =
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∑
iaijkX

iY jZk であるから, XFX + Y FY + ZFZ =
∑

(i + j + k)aijkX
iY jZk = dF

をみたす.

定義 3.5.3. V (F ) ⊂ P2 を既約射影曲線とし, P ∈ V (F ) ∩ UZ とする. P が特異点であ
るとは, P ∈ V (F (x, y, 1)) ⊂ A2 の意味で特異点であるときに言う.

命題 3.5.4. P ∈ V (F ) を上の設定とする. P が特異点であるための必要十分条件は,

P ∈ V (F, FX , FY , FZ)が成り立つことである.

証明. f = F (x, y, 1)とする. P が特異点であるとする. fx(P ) = fy(P ) = 0である. 補
題 3.5.1より FX(P ) = FY (P ) = 0である. オイラーの公式より FZ(P ) = 0.

F (P ) = FX(P ) = FY (P ) = FZ(P ) = 0 を仮定する. 補題 3.5.1 より fx(P ) =

fy(P ) = 0である.

注意 3.5.5. P ∈ V (F )が特異点であることは, UX , UY , UZ の取り方によらない.

系 3.5.6. P ∈ P2 とし, F は既約斉次多項式とする. また, 標数 pは 0, または pが degF

を割らないと仮定する. このとき, P が V (F )の特異点であることは, P ∈ V (FX , FY , FZ)

が成り立つことと同値である.

証明. オイラーの公式と命題 3.5.4からわかる.

命題 3.5.7. C = V (F ) を既約射影曲線, P = (α : β : 1) ∈ C ∩ UZ を非特異点とし,

f = F (x, y, 1)とおく. P における接線 V (hP );hP = fx(P )(x− α) + fy(P )(y − β)に対
して,

h∼P = FX(P )X + FY (P )Y + FZ(P )Z

である.

証明. 補題 3.5.1 より fx(P ) = FX(P ), fy(P ) = FY (P ) であるから, オイラーの公式に
も注意して,

h∼P = FX(P )(X − αZ) + FY (P )(Y − βZ)

= FX(P )X + FY (P )Y + Z(−αFX(P )− βFY (P ))

= FX(P )X + FY (P )Y + FZ(P )Z

を得る.
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定義 3.5.8. 既約射影曲線 C = V (F ) ⊂ P2 に対して, 有理写像

γ : V (F ) 99K P2; (FX : FY : FZ)

が定まる. これを双対写像という.

注意 3.5.9. γ は定義 2.10.2においてアフィン曲線に対して定義した双対写像 (の射影化)

と一致する. 実際,(
fx
fy

: 1 : −fx
fy
x− y

)
= (fx : fy : −xfx − yfy)

= (FX(x, y, 1) : FY (x, y, 1) : FZ(x, y, 1))

である. γ の像の閉包を C∗ とかけば, p = 0のとき, C∗∗ = C が成り立つ.

3.6 ガロア点 (基本用語と具体例)

F を次数 2 以上の既約斉次多項式, C = V (F ) ⊂ P2 とする. 点 P ∈ P2 に対し, 射影
πP : C 99K P1 を考える.

定義 3.6.1 (吉原, 1996). 関数体の拡大 k(C)/π∗
P k(P1) がガロア拡大であるとき, P を C

のガロア点という.

P
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注意 3.6.2. 本書ではガロア拡大を定義していなかった. 正確な定義は雪江 [29]などを確
認して頂きたい. ここではガロア理論に関する深い知識は要求しない. 学部 3年生で学ぶ
「ガロアの基本定理」くらいまでの知識があれば十分である.

例 3.6.3 (吉原 [18]). p = 0, C = V (X3Z+Y 4+Z4)とする. (X3Z+Y 4+Z4が既約であ
ることはアイゼンシュタインの判定法などで確認できる.) P = (1 : 0 : 0) ∈ V (Y )∩V (Z)

とする. P は C のガロア点である.

それを確認する. πP = (Y : Z) = (y : 1) と計算される. k(C) = k(x, y), π∗
P k(P1) =

k(y) である. k(C) = (k(y))(x) であり, x3 + y4 + 1 = 0 をみたす. 命題 3.4.4 (1) から
X3 + y4 + 1 ∈ k(y)[X]は xの最小多項式である. (また, (4)から, P は C の非特異点で
ある.) x, ωx, ω2x (ω2 + ω+1 = 0)はX3 + y4 +1のすべての根であり, これらはすべて
k(C) に含まれる.

定義 3.6.4. (1) P ∈ C が非特異かつガロア点であるとき, 内ガロア点であるという.

(2) P ∈ P2 \ C がガロア点であるとき, 外ガロア点であるという.

(3) 内ガロア点の個数を δ(C), 外ガロア点の個数を δ′(C)と表す.

(4) P がガロア点のとき, GP := Gal(k(C)/π∗
P k(P1))と定める.

例 3.6.5. 例 3.6.3の例では, GP
∼= Z/3Zである.

注意 3.6.6. [L : K] = 2のとき, 体の拡大 L/K は分離拡大ならいつでもガロア拡大であ
るため, 内ガロア点のときは degF ≥ 4を, 外ガロア点のときは degF ≥ 3を仮定する.

注意 3.6.7. P をガロア点とする.

(1) Gal(k(C)/k(P1)) = Autk(P1)k(C)

= {σ : k(C) → k(C) | σ は同型で, σ|k(P1) = idk(P1)}

であった.

(2) |Gal(k(C)/k(P1))| = [k(C) : k(P1)].

(3) Bir(C) で C から自分自身への双有理写像全体を表すとする. Bir(C) と, k(C) か
ら k(C)への同型写像全体は一対一に対応するので, 単射準同型 GP ↪→ Bir(C)が
存在する.

問題 3.6.8. (1) 与えられた曲線 C に対して, δ(C)と δ′(C)を求めよ.

(2) δ(C)や δ′(C)が大きい曲線にはどのようなものがあるか? (実際には, δ(C) ≥ 2や
δ′(C) ≥ 2の例でも現在は構成が難しい.)
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例 3.6.9. 例 3.6.3 の曲線については, δ(C) = 4, δ′(C) = 1 であることが知られている
(三浦–吉原 [18, 24]).

例 3.6.10 (深澤–長谷川 [4]). p ≥ 5 とし, C = V (Y Zp−1 − Xp) とする. δ(C) = ∞,

δ′(C) = ∞である (ことが知られている). より詳しくは, C ∩ UZ のすべての点が内ガロ
ア点で, {Z = 0} \ {(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0)}のすべての点が外ガロア点である.

ここでは, α ∈ k\{0}としたとき,点 P = (1 : α : 0) ∈ {Z = 0}\{(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0)}
が外ガロア点であることを示す. P 6∈ C であることは F = Y Zp−1 −Xp に代入してみれ
ばわかる. πP = (Y − αX : Z) = (y − αx : 1)である. t = y − αxとすれば,

k(C)/k(P1) = k(x, y)/k(t) = k(x, t)/k(t).

xは
F (x, αx+ t, 1) = (αx+ t)− xp = −xp + αx+ t = 0

をみたす. (“= 0”の前の多項式が最小多項式となる.) 集合 A = {x+β | −βp+αβ = 0}
が最小多項式の根全体となる. 実際,

−(x+ β)p + α(x+ β) + t = −xp + αx+ t+ (−βp + αβ)

= −xp + αx+ t = 0

であり, Aの元の個数は pである. A ⊂ k(x, t)より, k(x, t)/k(t)はガロア拡大である.

例 3.6.11 (本間 [11]). p ≥ 3とし, C = V (XpZ +XZp − Y p+1)とする. δ(C) = p3 +1

であることが知られている. より詳しくは, 点 P ∈ P2 に対し,

P が C のガロア点 ⇐⇒ P が Fp2 -有理点

である.

ここでは, P ∈ C が Fp2 -有理点であるとき, ガロア点であることを示す. まず,

P ∈ {Z = 0} のときを考える. このとき P = (1 : 0 : 0) である. πP = (y : 1),

k(C)/k(P1) = k(x, y)/k(y), xp + x− yp+1 = 0を得る. 例 3.6.10と同様にガロアとわか
る. 次に P 6∈ {Z = 0} のときを考える. αp + α = βp+1 をみたす α, β ∈ Fp2 が存在し,

P = (α : β : 1)と表される. u = x− α, v = y − β, t = u/v とおくと,

πP = (x− α : y − β) = (u : v) = (u/v : 1) = (t : 1)

となる. ここで体の拡大の等式

k(C)/k(P1) = k(u, v)/k(t) = k(v, t)/k(t)
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が成り立つ. x = u+ α, y = v + β を f = xp + x− yp+1 = 0に代入すると

up + u− vp+1 − βvp − βpv = 0

を得, さらに u = tv を代入して

tpvp + tv − vp+1 − βvp − βpv = 0

vp + (−tp + β)vp−1 + (−t+ βp) = 0

を得る. β ∈ Fp2 より (−t+ βp)p = −tp + βp2

= −tp + β に注意して

vp + (−t+ βp)pvp−1 + (−t+ βp) = 0.

(−t+ βp)vp で割ると,

1

−t+ βp
+ (−t+ βp)p−1 1

v
+

(
1

v

)p

= 0.

1/v = w とおけば (k(v, t) = k(w, t)に注意して)

wp + gp−1w + h = 0 (g, h ∈ k(t))

という形をしている. 集合 {w + γg | γp = −γ}が根の全体となることが計算によって確
かめられ, この集合が k(w, t)に含まれることがわかるため, ガロアであることがわかる.

注意 3.6.12. ここでは素朴な発想で「複数の点がガロア点かどうか」確認できる 2例を
紹介した. ねらいは「複数点を同時に計算するのは大変だと実感してもらう」ことである.

後者の例でそれを実感して頂きたい. 誤解して頂きたくないのは, 後者の計算が大変なの
は「正標数のせいではない」ということである. むしろ, 正標数であることで計算が簡単
になっている. 標数零ではそもそもガロア点があまり多く出てこないので, この感覚を説
明できる例がおもいつかなかった.

3.7 ガロア点研究の流れ
ガロア点は 1996 年に吉原久夫氏により導入された. 氏は, 当時, 代数多様体の関数体
における部分体研究の一環として, 代数曲線の「ゴナリティ」の一般化である代数曲面の
「非有理次数」(P2 への有理写像のなかで拡大次数が最小の値)を研究していた.「代数曲線
のゴナリティを与える射がいつガロアとなるか？」という問題に当たったらしい. 非特異
平面曲線のゴナリティを与える射は曲線上の点からの射影である, という事実 (ネーター,

難波)が知られており, そのことがガロア点の導入につながったようである.
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1996年 12月に, 新潟大学の吉原研究室の院生数名に, ガロア点の概念, 非特異 4次平面
曲線のガロア点および一般点でのガロア閉包の考察, 与えられた 4 次曲線の各点にガロア
閉包曲線が対応するファミリーの構成, について話したそうである (この話は三浦敬氏に
伺った). 論文としては, 三浦敬氏との共著論文 [18]により初めてガロア点が公になり, こ
れらの結果は [18, 25]に含まれる形で 2000年代に入ってから出版されている.

2000年代前半の吉原研究室の勢いはすさまじく, 吉原氏, 三浦氏, 高橋剛氏を中心に, こ
の時期に大量の論文が出版されており, 2006年頃には一つの理論として確立された印象が
ある. 非特異平面曲線において基盤構築の後, 高次元超曲面への一般化 (超曲面のガロア
点), 正規曲面への一般化, 余次元の一般化 (P3 内の曲線に対するガロア直線), 特異曲線の
ガロア点研究, などの進展がある. 一般次元の非特異射影多様体に対するガロア埋め込み
を導入した吉原氏の論文 [26]は 2007年に出版されている.

ガロア点誕生から 10年後の 2006年頃に本間正明氏が Hermitian曲線のガロア点配置
を決定し, 正標数においてもガロア点研究が始まる. 深澤も正標数の平面曲線のガロア点
配置研究に参入した. また, 深澤と長谷川武博氏の共同研究により, 無限個のガロア点をも
つ平面曲線が分類された. 標数零では, 吉原氏, 三浦氏, 高橋氏により「ガロア点と射影平
面の双有理変換」の研究が進展した. また 2011年頃, 白根竹人氏により, 5次曲線のガロ
ア閉包曲線のファミリーが構成された.

20 年後の 2016 年前後には, 三浦氏, 大渕朗氏, 春井岳氏により「ガロア点と自己同型
群」の関係, 高橋氏, 米田二良氏により「Weierstrass点への一般化」の研究が進められて
いる. R. Auffarth氏により, アーベル多様体のガロア埋め込みの研究が進展した. 深澤は
「一般標数におけるガロア点の個数上限」と本書 (定理 5.1.1)にある「ガロア点 2つを伴
う双有理埋め込みの存在判定」という形で貢献した. 一方で 2015年に, 深澤, 三浦氏, 高
橋氏の 3名によりガロア点の一般化である「準ガロア点」が導入され, その基礎理論が整
備されている.

ガロア点の基本問題「(平面曲線の)ガロア点はいくつあるか？」(特に標数零)に焦点を
絞れば, 非特異平面曲線, 射影の次数が素数の場合, 有理曲線について 2006年頃までに十
分な結果が得られている (吉原氏, 三浦氏, C. Duyaguit 氏). 吉原氏, Duyaguit 氏, 金沢
光則氏により (主に 4次の)楕円曲線に対してガロア直線配置, および外ガロア点配置が調
べられている. また, (講演概要で出版されてはいないが 2011年頃)高橋氏が, 特異点が１
つまたは 2つという仮定のもとで, ガロア点をもつ平面曲線を分類している. 深澤は 2016

年に, 射影が素数次の結果を「次数が 2でも 3でも割れない」状況に一般化している. 一
方, 本書で解説している定理 5.1.1を使って, ガロア点を複数もつ平面曲線の新しい例が得
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られている. 標数零では「内ガロア点 4個, 外ガロア点 3個」が最大個数であると予想さ
れているが, 未だに完全には解決されていない.

2008年頃までの研究の進展については深澤のサーベイ論文 [2]がある. また, 吉原氏と
深澤によるガロア点の未解決問題集 [27]にはガロア点の研究論文が網羅されている.

文責: 深澤　知
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4 代数幾何の一般論
本章からは, 集合論・位相空間論・群論・環論・体論の基礎と考えられる [17], [28], [29]

の内容は既知とする. また, 体の拡大における超越基底・超越次数についての理論 [30,

§1.1]は既知とする. 本章では証明を書かないが, ガロア点研究に必要と思われる命題を網
羅する. 基本的には, 代数幾何のテキストを順当に読めば, すべて補うことが可能であろ
う. 但し, 一冊の本で補うのは難しいと思われる. 本書では, Fulton [6], Hartshorne [8],

梶原 [13], 今野 [16], Stichtenoth [21]を参考にした.

以下, k を代数閉体とする.

4.1 アフィン多様体
定義 4.1.1. An の既約閉部分集合に誘導位相を入れたものをアフィン多様体という. さ
らに, アフィン多様体の開部分集合を準アフィン多様体という.

An の代数的集合と k[x1, . . . , xn]のイデアルの関係について述べる. An の部分集合 Y

に対して, そのイデアル I(Y )を

I(Y ) := {f ∈ k[x1, . . . , xn] | すべての P ∈ Y に対して f(P ) = 0}

と定める. 次のヒルベルトの零点定理が代数的集合とイデアルの対応を明らかにする.

定理 4.1.2. k[x1, . . . , xn]のイデアル aに対して, I(V (a)) =
√
aが成立する.

系 4.1.3. An の代数的集合と, k[x1, . . . , xn] の根基イデアルの間の対応 Y 7→ I(Y ),

a 7→ V (a) はそれぞれ互いの逆を与える. また, これらの対応はいずれも包含関係を逆に
する. さらに, 代数的集合はそのイデアルが素イデアルであるとき, またそのときに限り,

既約である.

アフィン多様体の次元は次のように定義される.

定義 4.1.4. アフィン多様体 Y ⊆ Anに対して, Y の座標環 k[Y ]を k[x1, . . . , xn]の I(Y )

による剰余環 k[x1, . . . , xn]/I(Y )として定める. さらに, Y の次元 dim Y を k[Y ]の商体
Q(k[Y ])の k 上の超越次数として定義する : dim Y = tr.degkQ(k[Y ]).
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4.2 射影多様体
射影代数的集合の概念を導入する. k[X0, X1, . . . , Xn]を k 上の n + 1変数多項式環と
する. 多項式 F = F (X0, X1, . . . , Xn) ∈ k[X0, . . . , Xn], P ∈ Pn について, P のすべての
斉次座標 P = (a0 : · · · : an)に対して, F (a0, . . . , an) = 0となるとき, P を F の零点で
あるといい, F (P ) = 0と表す.

定義 4.2.1. 部分集合 T ⊆ k[X0, . . . , Xn]に対して, T の射影零点集合 V (T )を

V (T ) := {P ∈ Pn | すべての F ∈ T に対して F (P ) = 0}

と定める. 部分集合 Y ⊆ Pn に対して, ある T ⊆ k[X0, . . . , Xn]があって, Y = V (T )と
なるとき, Y を射影代数的集合という. また, Pn 上のザリスキー位相を, 開部分集合とし
て射影代数的集合の補集合をとることにより定義する.

定義 4.2.2. Pn の既約閉部分集合に誘導位相を入れたものを射影多様体という. 射影多様
体の開部分集合を準射影多様体という.

次に, 射影代数的集合と k[X0, . . . , Xn]のイデアルの関係について述べる. Pn の部分集
合 Y に対して, そのイデアル I(Y )を

I(Y ) := {F ∈ k[X0, . . . , Xn] | すべての P ∈ Y に対して F (P ) = 0}

と定める. I(Y )は k[X0, . . . , Xn]の斉次イデアルである. ここで, k[X0, . . . , Xn]のイデ
アルが斉次イデアルであるとは, そのイデアルの生成系として斉次多項式のみからなる集
合がとれることをいう. アフィンの場合と同様に, 射影代数的集合と斉次イデアルには対
応がある.

定理 4.2.3. a を k[X0, . . . , Xn] の斉次イデアルとし, V (a) 6= ∅ とするとき, I(V (a)) =
√
aが成立する.

系 4.2.4. Pn の射影代数的集合と, k[X0, . . . , Xn] の斉次根基イデアルであって
〈X0, X1, . . . , Xn〉と異なるものの間の対応 Y 7→ I(Y ), a 7→ V (a)はそれぞれ互いの逆を
与える. また, これらの対応はいずれも包含関係を逆にする. さらに, 射影代数的集合はそ
のイデアルが斉次素イデアルであるとき, またそのときに限り, 既約である.

射影多様体における次元の概念は後に定義することにする.
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4.3 射
はじめに, 準アフィン多様体, 準射影多様体それぞれの上の正則関数を定義する.

定義 4.3.1. Y ⊆ An を準アフィン多様体とする. 関数 f : Y → k が点 P ∈ Y において
正則であるとは, P を含む Y の開集合 U と多項式 g, h ∈ k[x1, . . . , xn]が存在して, hは
U 上いたるところ 0でなく, かつ U 上で関数として f = g/hとなっていることをいう. f

が Y のすべての点で正則であるとき, Y 上正則であるという.

定義 4.3.2. Y ⊆ Pn を準射影多様体とする. 関数 f : Y → k が点 P ∈ Y において正則
であるとは, P を含む Y の開集合 U と次数の等しい斉次多項式 G,H ∈ k[X0, . . . , Xn]

が存在して, H は U 上いたるところ 0でなく, かつ U 上で関数として f = G/H となっ
ていることをいう. f が Y のすべての点で正則であるとき, Y 上正則であるという.

続いて, “多様体” の概念とその射について定義する. これにより, 多様体とその射のな
す圏が得られる.

定義 4.3.3. k 上の多様体とは, 以前に定義したアフィン, 準アフィン, 射影または準射
影多様体のうち任意のもののことをいう. 2つの多様体 X, Y について, それらの間の射
ϕ : X → Y とは, 連続写像であり, かつすべての開集合 U ⊆ Y およびすべての正則関数
f : U → k について関数 f ◦ ϕ : ϕ−1(U) → k が ϕ−1(U)上正則となるようなもののこと
をいう.

注意 4.3.4. 多様体上の正則関数はその多様体からアフィン多様体 A1 への射である.

ここで, 射影変換についても述べておく.

定義 4.3.5. k 上の n+ 1次正則行列全体のなす群を GL(n+ 1, k)とかく. GL(n+ 1, k)

を “定数倍は同一視する” という同値関係で割ったものを PGL(n, k)で表す. PGL(n, k)

の元 [A]は同型射 Pn 3 (X0 : · · · : Xn) 7→ (X0 : · · · : Xn)
tA ∈ Pn を定める. PGL(n, k)

の元を Pn の射影変換という.

次に, 多様体上の関数がなす環を定義する. 定義にあたって次の命題に注意しておく.

命題 4.3.6. Y を多様体とし, f, g を Y 上の正則関数とする. Y の空ではない開集合 U

があり U 上で f = g であるとき, Y 上で f = g である.
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定義 4.3.7. Y を多様体とする. Y 上の正則関数全体がなす環を O(Y ) で表す. また,

P ∈ Y に対して, Y 上 P における局所環 OP を

OP := {〈U, f〉 | U は P を含む Y の開集合, f は U 上の正則関数 }

と定める. ただし, 2つの対 〈U, f〉, 〈V, g〉は U ∩ V 上で f = g となるとき同一視するも
のとする. さらに, Y の関数体 k(Y )を

k(Y ) := {〈U, f〉 | U は Y の空ではない開集合, f は U 上の正則関数 }

と定める. ただし, 2つの対 〈U, f〉, 〈V, g〉は U ∩ V 上で f = g となるとき同一視するも
のとする. k(Y )の元は Y 上の有理関数とよばれる.

注意 4.3.8. OP は実際に局所環である. そのただ 1つの極大イデアルは, P において消
えるような正則関数をもつ対全体の集合である. また, 関数体は実際に体である. さらに,

自然な k-代数の単射準同型の列 O(Y ) → OP → k(Y )がある. したがって, O(Y ), OP は
k(Y )の部分環として考える.

次に, アフィン多様体の場合において, 上に定義した関数のなす環がどのようなものな
のかをみる.

定理 4.3.9. Y ⊆ An をアフィン多様体とする. このとき, 次が成立する.

(1) 自然な k-代数の同型 O(Y ) ' k[Y ] がある. この対応は, k[Y ] における同値類
f + I(Y ) (f ∈ k[x1, . . . , xn])に P 7→ f(P )で定まるような関数を対応させる.

(2) 各点 P ∈ Y に対して mP ⊆ k[Y ]を mP := {f ∈ k[Y ] | f(P ) = 0}と定める. こ
のとき, 対応 P 7→ mP により Y の点全体のなす集合と k[Y ]の極大イデアル全体
のなす集合は 1対 1に対応する.

(3) 各点 P ∈ Y に対して自然な k-代数の同型 OP ' k[Y ]mP
がある. ただし, k[Y ]の

mP における局所化を k[Y ]mP
で表すものとする.

(4) 自然な k-代数の同型 k(Y ) ' Q(k[Y ])がある.

次に, 射影多様体がアフィン多様体による開被覆をもつことをみる. 整数 0 ≤ i ≤ nに
対して, Pn の開集合 Ui を Ui := Pn \ V (Xi)と定める. Pn の点 P = (a0 : · · · : an)につ
いて少なくとも 1つの ai は 0ではないから, Pn は Ui たちで覆われる. 写像 ϕi を

ϕi : Ui → An; (a0 : a1 : · · · : an) 7→
(
a0
ai
,
a1
ai
, . . . ,

an
ai

)
で定める. これは斉次座標のとりかたによらず定まる.
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命題 4.3.10. 写像 ϕi は準射影多様体 Ui からアフィン多様体 An への同型である.

系 4.3.11. 射影多様体 Y ⊆ Pn は開集合 Y ∩ Ui (i = 0, . . . , n) によって覆われる. ま
た, 準射影多様体 Y ∩ Ui 6= ∅ は An 内のあるアフィン多様体と同型である. とくに, Y

が 1つの既約斉次多項式 F ∈ k[X0, . . . , Xn]の零点集合として定まる射影多様体のとき,

Y ∩ Ui 6= ∅は An において多項式 fi ∈ k[x1, . . . , xn]の零点集合として定まるアフィン多
様体と同型である. ここで, 多項式 fi は斉次多項式 F について変数 Xi に 1を代入し, そ
れ以外の変数を順に x1, x2, . . . , xn に置き換えた多項式である.

最後に, 射影多様体上の関数がなす環を観察し, 射影多様体の次元を定義する. 多様体
Y の開集合 U がアフィン多様体と同型であるとき, U を Y のアフィン開集合という. 次
の定理では, アフィン開集合と対応するアフィン多様体を同一視することにする.

定理 4.3.12. Y ⊆ Pn を射影多様体とする. このとき, 次が成立する.

(1) 射影多様体上の正則関数は定数関数である. とくに, O(Y ) = k.

(2) P ∈ Y とし, P ∈ U なるアフィン開集合 U を考える. このとき, 自然な k-代数の
同型 OP ' k[U ]mP

がある. ここで, mP はアフィン多様体 U の点 P に対応する座
標環 k[U ]の極大イデアルである.

(3) Y のアフィン開集合 U に対し, 自然な k-代数の同型 k(Y ) ' k(U)がある.

定義 4.3.13. 射影多様体 Y ⊆ Pn について, Y のアフィン開集合 U をとり, Y の次元
dim Y をアフィン多様体 U の次元として定義する : dim Y = tr.degkk(U). 射影多様体
の次元はアフィン開集合のとり方によらず一定である.

射影多様体からの射に関する命題と次元に関する命題を述べておく.

命題 4.3.14. 射影多様体 X から多様体 Y への射 ϕ : X → Y について, その像 ϕ(X)は
Y における既約閉集合である.

命題 4.3.15. Y を多様体とし, Z を Y の真の既約閉集合とする. このとき, Z も多様体
であり, dim Z < dim Y となる.

命題 4.3.16. An に含まれるアフィン多様体 Y について, dim Y = n − 1であるための
必要十分条件は Y がある 1つの既約多項式の零点集合と一致することである. 同様に, Y

が Pn に含まれる射影多様体のとき, dim Y = n− 1であるための必要十分条件は Y があ
る 1つの既約斉次多項式の零点集合と一致することである.
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4.4 有理写像
ここでは, 多様体上の有理写像を定義する. これにより, 多様体と有理写像のなす圏が定
義できる. 定義にあたって次の命題に注意しておく.

命題 4.4.1. X, Y を多様体とし, ϕと ψ はいずれも X から Y への射とする. X の空で
はない開集合 U があり ϕと ψ が U 上で等しいとき, X 上で ϕ = ψ である.

定義 4.4.2. X, Y を多様体とする. X と Y の間の有理写像 ϕ : X 99K Y とは次のよ
うな同値類のことである. すなわち, ϕ の元は空ではない X の開集合 U と U 上の射
ϕU : U → Y の対 〈U,ϕU 〉であり, 2つの対 〈U,ϕU 〉, 〈V, ϕV 〉は U ∩ V 上で ϕU と ϕV が
一致するとき同値である. ϕのすべての対 〈U,ϕU 〉について ϕU の像が Y において稠密で
あるとき, 有理写像 ϕは支配的であるという.

多様体の間の有理写像 ϕ : X 99K Y について, 代表元 〈U,ϕU 〉 がとれるとき, “有理写
像 ϕ は射 ϕU で代表される” という. また, 有理写像 ϕ は X の適当な開集合からの射
を定める. 実際, Dom(ϕ) を有理写像 ϕ に含まれるすべての対の開集合の和で定義する.

P ∈ Dom(ϕ)について, P ∈ U なる対 〈U,ϕU 〉をとり, ϕ(P ) := ϕU (P )と定めることで,

射 ϕ : Dom(ϕ) → Y が定まる.

定義 4.4.3. 多様体と有理写像のなす圏における同型射は双有理写像とよばれる. 2つの
多様体の間に双有理写像があるとき, それらの多様体は互いに双有理であるという.

続いて, 支配的有理写像が関数体の拡大をひきおこすことをみる. ϕ : X 99K Y を多様
体の間の支配的有理写像とし, その代表元を 〈U,ϕU 〉とする. また, 有理関数 f ∈ k(Y )は
対 〈V, f〉で代表されるとする. いま ϕは支配的であるから, ϕU (U)は Y において稠密で
ある. したがって, ϕ−1

U (V )はX の空ではない開集合であり, f ◦ϕU は ϕ−1
U (V )上の正則関

数である. これは X 上の有理関数を与え, これにより k-代数の準同型 ϕ∗ : k(Y ) → k(X)

が定まる. さらに, 次が成り立つ.

定理 4.4.4. 多様体と支配的有理写像がなす圏と k 上の有限生成拡大体の圏の, 矢印を逆
にする同値がある. この同値において, 有理写像に対応する k-代数の準同型は上述のよう
に与えられる. とくに, 支配的有理写像 ϕ : X 99K Y が双有理写像であるための必要十分
条件はひきおこされる k-代数の準同型 ϕ∗ : k(Y ) → k(X)が k-同型であることである.
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4.5 非特異多様体
定義 4.5.1. Y を多様体とする. Y が点 P ∈ Y において非特異であることを次のように
定義する. すなわち, 点 P での局所環 OP の極大イデアルを m として, dimk(m/m

2) =

dim Y が成り立つとき, Y は P において非特異であるという. また, そのような点 P を
Y の非特異点という. 多様体はそのすべての点が非特異点であるとき, 非特異多様体であ
るという.

多様体 Y の点 P が非特異点ではないとき, P を Y の特異点という. Y の特異点全体か
らなる集合を Sing(Y )とかく. 一方, Ysm := Y \ Sing(Y )と定める. 次の定理は Sing(Y )

が Ysm に比べて非常に小さい集合であることを述べている.

定理 4.5.2. Y を多様体とするとき, Sing(Y )は Y の真の閉部分集合である.

4.6 射影代数曲線と Riemann–Roch の定理
次元 1の射影多様体を射影代数曲線という. 以下, 基本的な射影代数曲線の性質につい
て述べる. 以下, Y ⊆ Pn は射影代数曲線とする. はじめに, 離散付値環について述べる.

命題 4.6.1. 体ではない整域 Aについて, 次の条件は互いに同値である.

(1) Aは Noether 局所環で, その極大イデアルは単項イデアルである.

(2) 次の性質をもつ既約元 t ∈ Aが存在する. すなわち, 任意の z ∈ A \ {0}に対して,

z = utm をみたす u ∈ A×, 0 ≤ m ∈ Zがそれぞれただ 1つ存在する.

(3) Aは局所環かつ単項イデアル整域である.

また, 上記条件のいずれかが成り立つとき, (2) の既約元 t は次の性質をもつ. すなわち,

任意の w ∈ Q(A) \ {0}に対して, w = utm をみたす u ∈ A×, m ∈ Zがそれぞれただ 1

つ存在する.

定義 4.6.2. 体ではない整域 Aが命題 4.6.1の条件のいずれかをみたすとき, Aを離散付
値環という. A が離散付値環であるとき, 条件 (2) の既約元 t を局所パラメータという.

w ∈ Q(A) \ {0}に対して, w = utm (u ∈ A×,m ∈ Z)なる u,mをとり, ord(w) := mと
定める. また, ord(0) := ∞と定める. 写像 ord : Q(A) 3 w 7→ ord(w) ∈ Z ∪ {∞}を商
体 Q(A)の離散付値という. ord(w)を w の位数という.
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離散付値は次の性質をもつ.

命題 4.6.3. A を離散付値環とし, ord : Q(A) → Z ∪ {∞} を Q(A) の離散付値とする.

このとき, 次が成り立つ.

(1) w ∈ Q(A)に対して, ord(w) = ∞ ⇐⇒ w = 0.

(2) w1, w2 ∈ Q(A)に対して, ord(w1w2) = ord(w1) + ord(w2)が成り立つ.

(3) w1, w2 ∈ Q(A)に対して, ord(w1 + w2) ≥ min(ord(w1), ord(w2))が成り立つ.

さらに, ord(w1) < ord(w2)であるとき, ord(w1 + w2) = ord(w1)となる.

(4) A = {w ∈ Q(A) | ord(w) ≥ 0}である.

(5) t ∈ Q(A)に対して, tが局所パラメータである ⇐⇒ ord(t) = 1.

次に, 射影代数曲線の非特異点における局所環が離散付値環であることを述べる.

命題 4.6.4. P ∈ Ysm における局所環 OP は離散付値環である. また, 局所パラメータ tP

は OP の極大イデアル mの生成元である.

続いて, 離散付値に関する命題を 1 つ述べる. さらに, 射影代数曲線上の有理関数の零
点と極を定義し, 離散付値との関係を考察する. 点 P ∈ Ysm について, Q(OP )(' k(Y ))

の離散付値を ordP で表す.

命題 4.6.5. P ∈ Ysm, f ∈ OP \ {0}のとき, ordP (f) = dimkOP /〈f〉が成り立つ.

定義 4.6.6. 対 〈U, fU 〉で代表される射影代数曲線 Y 上の有理関数 f について, その同値
類に含まれる対の開集合すべての和集合を有理関数 f の定義域という. これを Dom(f)

で表す. P ∈ Dom(f)について, P ∈ V なる対 〈V, fV 〉をとり f(P ) := fV (P )と定める
ことで, 有理関数 f は正則関数 f : Dom(f) → k を定める. P ∈ Dom(f)で f(P ) = 0の
とき, P を f の零点という. 集合 Y \Dom(f)の点を f の極という.

命題 4.6.7. P ∈ Ysmとし, f ∈ k(Y )とするとき, P が f の零点であることと ordP (f) >

0が同値であり, P が f の極であることと ordP (f) < 0が同値である.

以下, Y は非特異とする. まず, 非特異射影代数曲線から射影空間への有理射はその曲
線全体で定義されることを述べ, Y の自己双有理写像と自己同型の対応をみる. 以下, Y

の自己同型全体がなす群を Aut(Y )で表し, Bir(Y )で Y の自己双有理写像全体がなす群
を表す.

命題 4.6.8. 有理写像 ϕ : Y 99K Pnを考える. このとき, ϕが定める射 ϕ : Dom(ϕ) → Pn
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について, Dom(ϕ) = Y である.

命題 4.6.9. 群の同型 Bir(Y ) → Aut(Y ) がある. この対応は, 有理写像に対してその有
理写像が定める射を対応させるようなものである.

また, Y の位相についてもここで述べておく.

命題 4.6.10. Y の真の閉集合は有限集合である.

次に, 非特異射影代数曲線上の因子を定義し, 因子に付随する k-線形空間 L(D)を定義
する.

定義 4.6.11. Y 上の因子 D とは, 形式和

D =
∑
P∈Y

mPP (mP ∈ Z, almost all mP = 0)

のことである. “almost all mP = 0” は有限個のmP を除いてmP = 0, という意味であ
る. また, mP を ordP (D)ともかく. さらに, Y 上の因子全体の集合を Div(Y )で表すこ
とにする. D1, D2 ∈ Div(Y )に対して,

D1 +D2 :=
∑
P∈Y

(ordP (D1) + ordP (D2))P

と定める. これにより Div(Y )は自由 Z-加群となる. 有理関数 f ∈ k(Y ) \ {0}に対して,

div(f) :=
∑
P∈Y

ordP (f)P

と定め f が定義する主因子という. これは divY (f)ともかく.

注意 4.6.12. 有理関数 f の零点と極は有限個しかない. よって, div(f) ∈ Div(Y )である.

定義 4.6.13. D1, D2 ∈ Div(Y )に対して,

D1 ≤ D2 ⇐⇒ 任意の P ∈ Y に対して, ordP (D1) ≤ ordP (D2)

で順序 ≤を定める. D ∈ Div(Y )に対して, 0 ≤ D であるとき, D を正因子または有効因
子という. さらに, D の次数 deg(D)を

deg(D) :=
∑
P∈Y

ordP (D)

と定める. 写像 deg : Div(Y ) → Z; D 7→ deg(D)は Z-準同型である.
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定義 4.6.14. D1, D2 ∈ Div(Y )に対して, 関係 ∼を
D1 ∼ D2 ⇐⇒ f ∈ k(Y )×が存在して D1 −D2 = div(f)

と定める. これは同値関係である. D1 ∼ D2 のとき, D1, D2 は線形同値であるという.

注意 4.6.15. 因子の次数は線形同値により不変である.

定義 4.6.16. D ∈ Div(Y )とする. このとき,

L(D) : = {f ∈ k(Y ) | 各 P ∈ Y に対して, ordP (f) ≥ −ordP (D)}
= {f ∈ k(Y )× | div(f) +D ≥ 0} ∪ {0}

と定める. L(D)は k(X)の有限次元部分 k-線形空間である.

注意 4.6.17. L(D)の次元は因子の線形同値によって不変である.

さらに, 零点や極の定める因子と拡大次数との関係を述べる.

定義 4.6.18. f ∈ k(Y )× とする. このとき,

(f)0 :=
∑

ordP (f)>0

ordP (f)P , (f)∞ :=
∑

ordP (f)<0

(−ordP (f))P

と定める. 定義よりこれらは有効因子で, div(f) = (f)0 − (f)∞ である.

命題 4.6.19. f ∈ k(Y ) \ k のとき, [k(Y ) : k(f)] = deg((f)0) = deg((f)∞)となる.

続いて, 微分加群の概念を導入し, 標準因子の概念を定義する.

定義 4.6.20. R を k-代数とし, M を R-加群とする. k-線型写像 D : R → M が k-導分
であるとは, 各 a, b ∈ Rに対して, D(ab) = aD(b) + bD(a)が成立することである.

定理 4.6.21. Rを k-代数とする. このとき, R-加群 ΩR/k と k-導分 d : R → ΩR/k の組
で, 次の性質をもつものが R-加群の同型を除いてただ 1 つ存在する. すなわち, 任意の
R-加群M と任意の k-導分 D : R → M に対して, R-加群の準同型 f : ΩR/k → M で,

f ◦ d = D なるものがただ 1つ存在する.

定義 4.6.22. R を k-代数とする. 定理 4.6.21において R-加群の同型を除いて一意的に
定まる ΩR/k を Rの微分加群といい, k-導分 dを Rの k-微分という.

命題 4.6.23. R を k-代数とする. 微分加群 ΩR/k において, {d(a) | a ∈ R} は ΩR/k の
R-加群としての生成系をなす.
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微分加群の概念を非特異射影代数曲線の関数体に適用する.

定理 4.6.24. 関数体 k(Y )に付随する微分加群 Ωk(Y )/k は 1次元 k(Y )-線型空間である.

また, P ∈ Y に対して, その点における局所パラメータを tP とすれば, d(tP )は Ωk(Y )/k

の k(Y )-線型空間としての基底をなす. ここで, d : k(Y ) → Ωk(Y )/k は付随する k-微分で
ある.

定義 4.6.25. Ωk(Y )/k の元を Y 上の有理微分という.

Y 上の 0ではない有理微分 ω を考える. ω を, P ∈ Y での局所パラメータ tP を用いて
ω = fd(tP ) (f ∈ k(Y )×)と表すとき, ordP (f)を ω の点 P での位数といい ordP (ω)と
かく. さらに, ordP (ω) ≥ 0のとき, ω は P において正則であるという. ω が Y のすべて
の点で正則であるとき, ω は Y 上の正則微分であるという.

定義 4.6.26. ω を Y 上の 0ではない有理微分とする. このとき, ω の因子 div(ω)を

div(ω) :=
∑
P∈Y

ordP (ω)P

と定める. ordP (ω) 6= 0なる P は有限個であり, div(ω) ∈ Div(Y )である. また,

Ω(Y ) := {ω ∈ Ωk(Y )/k | ω は Y 上の正則微分 }

と定める. これは, Ωk(Y )/k の k-部分空間である.

有理微分の定める因子は線形同値を除いて一意的である.

命題 4.6.27. Y 上の 2つの 0ではない有理微分 ω1, ω2 ∈ Ωk(Y )/k を考える. このとき,

div(ω1)と div(ω2)は線形同値である.

定義 4.6.28. Y 上の 0 ではない有理微分 ω が, 線形同値を除いて一意的に定める因子
div(ω)を Y の標準因子といい KY とかく. さらに, Y の種数 g = g(Y )を k-線型空間の
次元 dimk(Ω(Y ))として定義する.

これで, Riemann–Roch の定理を述べる準備が整った.

定理 4.6.29 (Riemann–Roch). D ∈ Div(Y )とするとき, 次が成り立つ.

dimkL(D)− dimkL(KY −D) = deg(D) + 1− g(Y ).

最後に Weierstrass 点について述べておく.
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命題 4.6.30. P ∈ Y とする. このとき, 任意の整数 m ≥ 2g(Y )に対して, (f)∞ = mP

なる f ∈ k(Y )が存在する.

定義 4.6.31. P ∈ Y とする. 整数 m ≥ 0は, (f)∞ = mP をみたす f ∈ k(Y )が存在す
るとき, P における non-gap であるという. そうではないとき, mは P における gap で
あるという. 命題 4.6.30より, 各点 P ∈ Y において, 任意の整数m ≥ 2g(Y )は non-gap

である.

命題 4.6.32. P ∈ Y , m ≥ 0を整数とする. このとき, 次が成り立つ.

(1) mが P における non-gap ⇐⇒ dimk(L(mP )) > dimk(L((m− 1)P ))が成立.

(2) P における non-gap 全体の集合 H(P ) は, 0 以上の整数全体がなす加法半群の部
分半群をなす.

定義 4.6.33. 命題 4.6.32 (2)における H(P )を P における Weierstrass 半群という.

定理 4.6.34 (Weierstrass gap theorem). g := g(Y ) ≥ 1 とすると, ちょうど g 個の
P ∈ Y における gap i1 < i2 < · · · < ig が存在する. ただし, i1 = 1かつ ig ≤ 2g − 1で
ある.

定義 4.6.35. 定理 4.6.34 における {i1, i2, . . . , ig} を P における gap sequence という.

標数 0の場合において, P における gap sequence が {i1, i2, . . . , ig} 6= {1, 2, . . . , g}であ
るとき, P は Y の Weierstrass 点であるという.

補題 4.6.36. Y を非特異射影代数曲線, P ∈ Y , D ∈ Div(Y )とするとき, 次が成り立つ.

(1) dimk(L(D))− 1 ≤ dimk(L(D − P )) ≤ dimk(L(D))が成り立つ.

(2) 0 ≤ r ∈ Zについて,

r ∈ H(P ) ⇐⇒ dimk(L(KY − rP )) = dimk(L(KY − (r − 1)P )).

ここで, H(P )は P における Weierstrass 半群である.

補題 4.6.36と同じ状況のとき, 1 ≤ m ∈ Zについて次が成立することに注意する.

r 6∈ H(P ) ⇐⇒ dimk L(KY − (r − 1)P ) = dimk L(KY − rP ) + 1.

補題 4.6.37. Y を非特異射影代数曲線, P ∈ Y とする. また, 1 ≤ r ∈ Zとし, 0ではな
い有理微分 ω ∈ Ωk(Y )/k が定める因子 div(ω)を考える. このとき, 次が成り立つ.

r 6∈ H(P ) ⇐⇒ ordP (fω) = r − 1 をみたす有理関数 f ∈ L(div(ω)) が存在する.
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命題 4.6.38. Y を非特異射影代数曲線, σ ∈ Aut(Y ) とする. P1, P2 ∈ Y , σ(P1) = P2

であるとき, P1, P2 の Weierstrass 半群は互いに等しい.

4.7 Riemann–Hurwitz の分岐公式・ガロア被覆の基本性質
はじめに, 非特異射影代数曲線間の有限射について述べ, 因子の引き戻しを定義する. ま
た, 分岐の概念を定義し, Riemann–Hurwitz の分岐公式について述べる. さらに, ガロア
被覆の基本的な性質についても述べる. 以下, X, Y を非特異射影代数曲線とする.

定義 4.7.1. ϕ : X → Y を射とする. ϕが全射であるとき, ϕは有限射であるという. こ
のとき, ϕが代表する有理写像は支配的であり, 関数体の拡大 k(X)/ϕ∗(k(Y ))をひきおこ
す. 有限射 ϕについて, 拡大 k(X)/ϕ∗(k(Y ))が分離拡大であるとき, ϕは分離有限射であ
るという. また, 有限射 ϕについて deg(ϕ) := [k(X) : ϕ∗(k(Y ))] (< ∞)と定める. さら
に, 点 Q ∈ Y に対して, 有限射 ϕの Qにおける fiber を逆像 ϕ−1(Q)と定める.

次に, 非特異射影代数曲線の間の射は 1点写像でなければ有限射であることを述べ, 有
限射による因子の引き戻しを定義する.

命題 4.7.2. ϕ : X → Y を射とする. このとき, ϕは 1点写像でなければ有限射である.

定義 4.7.3. ϕ : X → Y を有限射とする.

(1) Q ∈ Y とする. このとき, X 上の因子 ϕ∗(Q)を

ϕ∗(Q) :=
∑

P∈φ−1(Q)

ordP (ϕ
∗(tQ))P

と定める. ここで, tQ は Qにおける局所パラメータである. また, Q上 P の分岐指
数 (ramification index) e(P |Q)を

e(P |Q) := ordP (ϕ
∗(tQ))

と定める. e(P |Q) > 1のとき, ϕは P で分岐するといい, P を ϕの ramification

point, Qを ϕの branch point という. さらに,

Ram(ϕ) := {P ∈ X | e(P |ϕ(P )) > 1}

と定めて ϕの ramification locus といい,

Branch(ϕ) := {Q ∈ Y | Qは ϕの branch point}
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と定めて ϕの branch locus という.

(2) P ∈ X について, e(P |ϕ(P )) = deg(ϕ)であり |ϕ−1(ϕ(P ))| = 1のとき, ϕは P に
おいて完全分岐するという.

(3) D =
∑

Q∈Y ordQ(D)Q ∈ Div(Y )とする. このとき,

ϕ∗(D) :=
∑
Q∈Y

ordQ(D)ϕ∗(Q)

によって D の ϕによる引き戻し ϕ∗(D)を定める.

因子の引き戻しについて次の性質がある.

命題 4.7.4. ϕ : X → Y を有限射とするとき, 次が成り立つ.

(1) f ∈ k(Y )× に対して, (ϕ∗(f))0 = ϕ∗((f)0), (ϕ
∗(f))∞ = ϕ∗((f)∞)となる.

とくに, ϕ∗(divY (f)) = divX(ϕ∗(f))である.

(2) D1, D2 ∈ Div(Y )で D1, D2 が線形同値なら, ϕ∗(D1), ϕ
∗(D2)は線形同値である.

(3) D ∈ Div(Y )について, deg(ϕ∗(D)) = deg(ϕ)deg(D)である.

続いて, 分離有限射の性質について述べる.

命題 4.7.5. ϕ : X → Y を分離有限射とすると, Ram(ϕ), Branch(ϕ)は有限集合である.

命題 4.7.6. ϕ : X → Y を分離有限射とするとき, k-代数の準同型 ϕ∗ : k(Y ) → k(X)は
微分加群の間の単射 k(Y )-準同型

ϕ∗ : Ωk(Y )/k → Ωk(X)/k

(∑
i

fid(gi) 7→
∑
i

ϕ∗(fi)d(ϕ
∗(gi))

)

をひきおこす. さらに, 0ではない Y 上の有理微分 ω に対して

R(X/Y ) := div(ϕ∗(ω))− ϕ∗(div(ω))

とおくと, R(X/Y )は ω のとりかたによらず定まる X の有効因子である.

定義 4.7.7. 命題 4.7.6の R(X/Y )を ramification divisor という. また, P ∈ X につい
て Q := ϕ(P )とし,

d(P |Q) := ordP (R(X/Y )) (= ordP (ϕ
∗(ω))− e(P |Q)ordQ(ω))

と定めて, d(P |Q)を different exponent という. d(P |Q) = 0 ⇐⇒ e(P |Q) = 1である.
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次に述べる定理が Riemann–Hurwitz の分岐公式である.

定理 4.7.8 (Riemann–Hurwitz). ϕ : X → Y を分離有限射とする. さらに, g(X), g(Y )

をそれぞれ X, Y の種数とする. このとき,

2g(X)− 2 = deg(ϕ)(2g(Y )− 2) + deg(R(X/Y ))

が成り立つ. さらに, 各 P ∈ X に対して, gcd(e(P |ϕ(P )), ch(k)) = 1のとき, 次が成立.

deg(R(X/Y )) =
∑
P∈X

e(P |ϕ(P ))− 1.

分岐の計算に役立つ事実を述べる.

命題 4.7.9 ([21], Remark 4.3.7). ϕ : X → P1 は ϕ = (f : 1) (f ∈ k(X))で代表される
分離有限射とする. このとき, 次が成り立つ.

div(d(f)) = −2(f)∞ +R(X/P1).

ただし, d : k(X) → Ωk(X)/k は付随する k-微分である.

最後に, ガロア被覆に関して述べる. 非特異射影代数曲線 Y について, 対応 Aut(Y ) 3
ϕ 7→ ϕ∗ ∈ Autk(k(Y ))は群の同型を与えるので, これらを同一視して扱うことがある.

定義 4.7.10. ϕ : X → Y を有限射とする. 関数体の拡大 k(X)/ϕ∗(k(Y ))がガロア拡大
であるとき, ϕはガロア被覆であるという.

定理 4.7.11 ([21], Theorem 3.7.1, Corollary 3.7.2, Theorem 3.8.2). ϕ : X → Y をガ
ロア被覆, 付随するガロア群を G = Gal(k(X)/ϕ∗(k(Y )) とし, G ⊆ Aut(X) とみなす.

このとき, 次が成り立つ.

(1) 各 Q ∈ Y について, Gは ϕ−1(Q)に推移的に作用する. すなわち, P ∈ ϕ−1(Q)と
すると, ϕ−1(Q) = {σ(P ) | σ ∈ G}である.

(2) Q ∈ Y とするとき, 各 P ∈ ϕ−1(Q)について e(P |Q) = deg(ϕ)/|ϕ−1(Q)|である.

とくに, P ∈ ϕ−1(Q), G(P ) := {σ ∈ G | σ(P ) = P}とすると, e(P |Q) = |G(P )|
である.

(3) Q ∈ Y , P ∈ ϕ−1(Q)とするとき, 因子の等式 ϕ∗(Q) =
∑

σ∈G σ(P )が成り立つ.
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4.8 非特異モデルと点からの射影
定理 4.8.1. k の拡大体 Lについて, Lは k 上有限生成であり, tr.degkL = 1とする. こ
のとき, Lと k-代数として同型な関数体をもつような非特異射影代数曲線が同型を除いて
ただ 1つ存在する. これを L/k の非特異モデルという.

定理 4.8.2. 射影平面代数曲線 C ⊆ P2 に対して, 非特異射影代数曲線 Ĉ と Ĉ から C へ
の双有理写像 rで, 次の性質をみたすものが存在する. すなわち, C̃ が非特異射影代数曲線
で r̃が C̃ から C への双有理写像であるとき, 多様体の同型 f : Ĉ → C̃ であって r̃ ◦ f = r

となるものがただ 1つ存在する.

定義 4.8.3. 定理 4.8.2 における r を C の正規化射という. r は多様体の同型 Ĉ \
r−1(Sing(C)) ' Csm をひきおこすから, r により Csm ⊆ Ĉ と考えることがある.

商代数曲線についても述べておく.

定義 4.8.4. G ⊆ Autk(k(Y ))を有限部分群とする. このとき, k(Y )G/k の非特異モデル
を Y/Gで表し, Gによる Y の商曲線という. ここで, k(Y )G は Gによる k(Y )の固定体
を表す.

射影の分岐と局所交点数の関係を述べる. C ⊂ P2 を射影平面代数曲線とし, 点 P ∈ P2

を考える. d := deg(C) ≥ 2のとき, 射影 πP : C 99K P1 の分岐指数とは, C の正規化射
r : Ĉ → C と πP を合成した射 π̂P の分岐指数のことをいう.

命題 4.8.5. 上の状況で, 射影 πP : C 99K P1 について次が成り立つ.

(1) Q ∈ Csm で Q 6= P であるとき, e(Q|π̂P (Q)) = IQ(C,PQ). ここで, PQは P と
Qを結ぶ直線を表す.

(2) P ∈ Csm であるとき, e(P |π̂P (P )) = IP (C, TPC)− 1.

4.9 線形系
線形系について述べる. 内容は, 今野 [16]を参考にした. ここでは, Y を非特異射影代
数曲線, D ∈ Div(Y )とする.
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定義 4.9.1. D に付随する完備線形系 |D|を

|D| := {E ∈ Div(Y ) | E ∼ D,E ≥ 0}

で定める. また, L(D) \ {0}を “定数倍は同一視する” という同値関係で割った商集合を
P(L(D))で表すことにする.

|D|と P(L(D))には対応がある.

命題 4.9.2. 自然な全単射 v : P(L(D)) → |D| ; [f ] 7→ div(f) +D がある.

定義 4.9.3. {0} 6= L ⊆ L(D)を k-部分空間とする. このとき, Lに対応する |D|の部分
線形系 Λ = (D,L)とは,

Λ := {div(f) +D | f ∈ L \ {0}} = v(P(L))

のことである. ただし, P(L) ⊆ P(L(D))と考えている. また, 部分線形系 Λ = (D,L)の
次数, 次元をそれぞれ deg(Λ) := deg(D), dim(Λ) := dimk(L)− 1と定める.

次に, 線形系に関連する諸概念を定義する. 因子 E ∈ Div(Y ) に対して, supp(E) :=

{P ∈ Y | ordP (E) 6= 0}と定めて E の support という.

定義 4.9.4. Λ = (D,L)を線形系とする.

(1) P ∈ Y が Λの base pointであるとは, 各 E ∈ Λに対して, P ∈ supp(E)となるこ
とである.

(2) Λが base-point-freeであるとは, Λが base point をもたないことである.

(3) 集合 {F ∈ Div(Y ) | F ≥ 0, F は“各 E ∈ Λ に対し, F ≤ E”をみたす }を考える.

これは, 因子の順序 ≥ に関する最大元 F をもつ. この F を Λ の fixed part とい
う. また, Λ− F := {E − F | E ∈ Λ}を考えると, Λ− F = (D− F,L)であり, こ
れは線形系である. Λ− F を Λの movable part という.

定義 4.9.4の (3)を正当化する.

命題 4.9.5. Λ = (D,L)を線形系とするとき, 次が成り立つ.

(1) 集合 A := {F ∈ Div(Y ) | F ≥ 0, F は“各 E ∈ Λ に対し, F ≤ E”をみたす }を考
える. Aは因子の順序 ≥に関する最大元 F をもつ.

(2) Λ− F = {E − F | E ∈ Λ}を考えると, Λ− F = (D − F,L)である.

(3) dim(Λ− F ) = dim(Λ), deg(Λ− F ) = deg(Λ)− deg(F )である.
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(4) Λ− F は base-point-free である.

次に, 線形系は有理写像を定めることをみる. 以下, Λ = (D,L)を線形系, 0 ≤ r ∈ Zと
する. また, dim(Λ) = r とし, {s0, s1, . . . , sr}を Lの k-基底とする. 2つの集合 Π0, Π∞

を次のように定める.

Π0 := {P ∈ Y | s0(P ) = s1(P ) = · · · = sr(P ) = 0},

Π∞ := {P ∈ Y | P はある sj (0 ≤ j ≤ r)の極 }.

非特異射影代数曲線上の有理関数について, その零点や極は有限個しかないので, Π0, Π∞

は有限集合である. 点 P ∈ Y \ {Π0 ∪ Π∞} に対して si(P ) は一斉に 0 ではないので,

(s0(P ) : s1(P ) : · · · : sr(P )) ∈ Pr が定まる. よって, 次のような射を得る.

Y \ (Π0 ∪Π∞) → Pr; P 7→ (s0(P ) : s1(P ) : · · · : sr(P ))

定義 4.9.6. 上の射 P 7→ (s0(P ) : s1(P ) : · · · : sr(P ))が代表する有理写像を線形系 Λに
付随する有理写像といい, ΦΛ で表す.

注意 4.9.7. 定義 4.9.6の定め方において, 有理写像 ΦΛ : Y 99K Pr は基底 {si}0≤i≤r の
とり方に依存している. {ti}0≤i≤r を L の別の基底とする. このとき, A ∈ GL(r + 1, k)

があり, (s0, . . . , sr) = (t0, . . . , tr)
tAとなる. {si}が定める有理写像を ΦΛ,si , {ti}が定め

る有理写像を ΦΛ,ti で表すとき, [A] ◦ ΦΛ,ti = ΦΛ,si である.

一般に, 2 つの有理写像 Φ : Y 99K Pr, Ψ : Y 99K Pr について, [A] ∈ PGL(r, k) があ
り, [A] ◦ Ψ = Φとなるとき, Ψと Φは同値であるといい, Ψ ∼ Φで表す. ∼は同値関係
である. よって, 線形系が定める有理写像は同値を除いて一意的に定まる. 射を与えれば,

それを代表元とする有理写像が得られるから, 同値の概念を射についても適用する. さら
に, 線形系 Λの fixed part を F とすると, ΦΛ = ΦΛ−F であることも注意しておく.

次の命題のために, 超平面と非退化性について定義しておく.

定義 4.9.8. Pr において, 斉次 1次多項式の零点集合として定まる射影多様体を Pr にお
ける超平面という. 射 ϕ : Y → Pr について, 像 ϕ(Y )が Pr のどの超平面にも含まれない
とき, ϕ(Y )は非退化であるという.

命題 4.9.9. 線形系 Λの定める有理写像 ΦΛ について, それが定める射 Y → Pr も同じ記
号 ΦΛ で表すことにする. このとき, 像 ΦΛ(Y )は非退化である.

続いて, 線形系と有理写像の対応を述べていく.
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補題 4.9.10. Λは base-point-free とする. P ∈ Π0 のとき, mP := min{ordP (sj) | 0 ≤
j ≤ r}, P ∈ Π∞ のとき, nP := −min{ordP (sj) | 0 ≤ j ≤ r}とする. このとき,

D =
∑

P∈Π∞

nPP −
∑
P∈Π0

mPP = −min{div(sj) | 0 ≤ j ≤ r}

である. とくに, supp(D) = Π0 ∪Π∞ である. ここで,

min{div(sj) | 0 ≤ j ≤ r} :=
∑
P∈Y

min{ordP (sj) | 0 ≤ j ≤ r}P.

続いて, 超平面が定める因子を定義する. H を a0X0 + a1X1 + · · ·+ arXr の零点集合
として定まる超平面とし, Λに付随する有理写像が定める射 Y → Pr も ΦΛ で表すことに
する. 射影多様体から射影空間への射の像は射影多様体であるから, ΦΛ(Y )は射影多様体
であり, dim ΦΛ(Y ) ≤ 1である. また, ΦΛ(Y )は非退化であるから ΦΛ(Y ) 6⊆ H であり,

命題 4.6.10より集合 ΦΛ(Y ) ∩H は有限集合である. P ∈ Y とする. ΦΛ(P )を零点とし
てもたない斉次 1次多項式 JΦΛ(P ) をとり,

hP := Φ∗
Λ

(
h

JΦΛ(P )

)
を考える. ここで, h := a0X0 + · · · + arXr であり, h/JΦΛ(P ) は ΦΛ(Y ) の開集合
ΦΛ(Y ) ∩ (Pr \ V (JΦΛ(P )))上の正則関数 h/JΦΛ(P ) が定める有理関数を表す. ordP (hP )

は JΦΛ(P ) のとり方によらず定まる. P ∈ Φ−1
Λ (H ∩ ΦΛ(Y )) のとき, ordP (hP ) > 0

であり, 逆に ordP (hP ) > 0 なら, ΦΛ(P ) ∈ H で P ∈ Φ−1
Λ (H ∩ ΦΛ(Y )) である. 一

方, P 6∈ Φ−1
Λ (H ∩ ΦΛ(Y )) のとき, ordP (hP ) = 0 であり, 逆もそうである. さらに,

Φ−1
Λ (H ∩ ΦΛ(Y )) ⊊ Y であるから, 命題 4.6.10 より Φ−1

Λ (H ∩ ΦΛ(Y )) は有限集合であ
る. ordP (Φ

∗
ΛH) := ordP (hP )と定める.

定義 4.9.11. ΦΛ に関する超平面 H の因子 Φ∗
ΛH を

Φ∗
ΛH =

∑
P∈Y

ordP (Φ
∗
ΛH)P

と定める. Φ∗
ΛH ∈ Div(Y )であり, supp(Φ∗

ΛH) = Φ−1
Λ (H ∩ ΦΛ(Y ))である.

補題 4.9.12. Λは base-point-free とし, H を a0X0 + · · ·+ arXr の零点集合として定ま
る超平面とする. また, Λに付随する有理写像が定める射 Y → Pr も ΦΛ で表すことにす
る. このとき,

Φ∗
ΛH = div

 r∑
j=0

ajsj

+D ∈ Λ
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である. とくに, Λは次のようにかける.

Λ = {Φ∗
ΛH | H ⊆ Prは超平面 }.

補題 4.9.13. Φ : Y → Pr は射で, 像 Φ(Y ) は非退化であるとする. このとき, base-

point-free な線形系 Λで, Φと ΦΛ が定める射が等しいものが存在する.

定理 4.9.14. 次のように集合を定める.

M := {Λ | Λ は base-point-free な線形系 },

N := {Φ : Y → Pr | Φ は射, 0 ≤ r ∈ Z,Φ(Y ) は非退化 }/ ∼ .

ここで, ∼は以前定めた射の同値による同値関係である. このとき, 写像

F : M → N ; (Λ 7→ [ΦΛ])

は全単射である.

注意 4.9.15. 定理 4.9.14において, F の逆写像は次のように与えられる. すなわち, 同値
類 [Φ] ∈ N について Λ = {Φ∗H | H ⊆ Prは超平面 }をつくり [Φ]に対応させる.
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5 ガロア点を 2つもつ射影平面代数曲線
1 節では深澤による「ガロア点 2 つを伴う双有理埋め込みの存在」判定法を紹介する.

これにより「ガロア点が 2つある状況」をいくらか説明できていると思われる. この判定
法を正標数の 2種類の曲線に適用するため, 2節ではこれらの曲線の基本的性質について
論じている. 3節ではこの判定法を使って, 実際に「ガロア点が 2つある」平面モデルを作
り出す. 1つの曲線については, 2節で整理するWeierstrass点に関する事実を使って, 内
ガロア点が「ちょうど 2つ」であることも証明する. このように「ガロア点の個数を確定
する」ひとつの方法を紹介することも目的の一つである. 　
本章では, (X : Y : Z)を P2 の斉次座標とし, (x, y) = (X/Z, Y/Z)を Z 6= 0で定まる
アフィン平面 UZ ' A2 のアフィン座標とする.

5.1 ガロア点 2つを伴う双有理埋め込み
本節では, Y は非特異射影代数曲線とし, 群の同型 Aut(Y ) 3 ϕ 7→ ϕ∗ ∈ Autk(k(Y ))

により 2つの群を同一視する. 深澤は [3] において, 非特異射影代数曲線の射影平面への
双有理埋め込みであって, その像がガロア点を 2つもつようなものが存在するための条件
を与えた. ここで, 射 ϕ : Y → P2 が双有理埋め込みであるとは, Y と ϕ(Y )が ϕによっ
て互いに双有理であることをいう.

定理 5.1.1 ([3], Theorem 1). G1, G2 を互いに相異なる Aut(Y ) の有限部分群とする.

このとき, 次の 2つの条件は同値である.

(1) 双有理埋め込み ϕ : Y → P2 であって, ϕ(Y )は相異なる 2つの内ガロア点 ϕ(P1),

ϕ(P2)をもち, i = 1, 2について Gφ(Pi) = Gi となるものが存在する.

(2) 次の条件が成り立つ.

(a) i = 1, 2に対して, Y/Gi ' P1 となる.

(b) G1 ∩G2 = {1}である.

(c) 相異なる 2点 P1, P2 ∈ Y があり, 次の因子の等式が成立する.

P1 +
∑
σ∈G1

σ(P2) = P2 +
∑
τ∈G2

τ(P1).

注意 5.1.2 ([3], Remark 1). 双有理埋め込み ϕ : Y → P2 であって, ϕ(Y )は相異なる外
ガロア点 P1, P2 をもち, i = 1, 2について GPi = Gi となるものが存在するための必要十
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分条件は, 定理 5.1.1において (a), (b)に加えて, (c)を次の条件 (c’)に置き換えることで
得られる.

(c’) Q ∈ Y があり,
∑
σ∈G1

σ(Q) =
∑
τ∈G2

τ(Q)が因子の等式として成立.

定理 5.1.1, 注意 5.1.2いずれも証明は同様であるので, 以下, 定理 5.1.1を示す. 次の補
題は点の重複度を考慮しなければ (つまり「2つのガロア点が特異点と外の点」等となっ
ても良ければ)「ガロア点を 2つもつ」双有理埋め込みを実現でき, 定理 5.1.1の証明と重
なるところがあるため, 先に示す.

補題 5.1.3. G1, G2 を互いに相異なる Aut(Y )の有限部分群とし, 定理 5.1.1 (2)の条件
(a), (b)をみたすと仮定する. また, f, g ∈ k(Y )をそれぞれ k(Y/G1), k(Y/G2)の k上の
生成系とする. このとき, 有理写像

ϕ : Y 99K P2; (f : g : 1)

の定める射は双有理埋め込みであり, (0 : 1 : 0), (1 : 0 : 0)は ϕ(Y )のガロア点である.

証明. P1 := (0 : 1 : 0), P2 := (1 : 0 : 0)とする. P1 (resp. P2)からの射影は

πP1 : (x : y : 1) 7→ (x : 1) (resp. πP2 : (x : y : 1) 7→ (y : 1))

で与えられる. したがって,

πP1
◦ ϕ = (f : 1) (resp. πP2

◦ ϕ = (g : 1))

である. よって, k(Y ) = k(f, g)を示せば十分である. いま, G1 = Gal(k(Y )/k(f))であ
るから, 中間体 k(f, g) ⊆ k(Y )に対応する部分群 H1 = Gal(k(Y )/k(f, g)) ⊆ G1 が存在
する. 同様に, G2 = Gal(k(Y )/k(g))であり, 部分群H2 = Gal(k(Y )/k(f, g)) ⊆ G2 が存
在する. したがって, H1 = H2 ⊆ G1 ∩G2 = {1}で k(Y ) = k(f, g)である.

次の補題は定理 5.1.1の証明で用いる. C ⊂ P2 を射影平面代数曲線とする.

補題 5.1.4. P1, P2 ∈ Csm (P1 6= P2)を内ガロア点とすると, GP1 ∩GP2 = {1}である.

証明. B := {P ∈ Csm | P1 ∈ TP (C) または P2 ∈ TP (C)} を考えると B は有限集合で
ある. 実際, 命題 4.8.5より P ∈ Csm \ {P1, P2}について, P ∈ B であるための必要十分
条件は “P が π̂P1

の ramification point または P が π̂P2
の ramification point” である.

したがって, B ⊆ Ram(π̂P1) ∪ Ram(π̂P2) ∪ {P1, P2}である. i = 1, 2について π̂Pi はガ
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ロア被覆であるから, Ram(π̂Pi
)は有限集合であり B は有限集合となる. σ ∈ GP1

∩GP2

とする. 差集合 Csm \ (B ∪ P1P2)を考える. B は有限集合であり P1P2 と Csm の交わり
は有限個の点であるから, Csm \ (B ∪ P1P2) 6= ∅である. P ∈ Csm \ (B ∪ P1P2)をとる.

P1P 6= P2P である. π̂Pi(σ(P )) = π̂Pi(P ) (i = 1, 2)より, σ(P ) ∈ P1P ∩ P2P = {P}で
あり, σ ∈ GP1

(P ) := {σ′ ∈ GP1
| σ′(P ) = P}である. ここで, e(P |π̂P1

(P )) = |GP1
(P )|

が定理 4.7.11 (2) より従うことに注意すると, P 6∈ B より |GP1
(P )| = 1 である. した

がって, σ = 1である.

定理 5.1.1を示す.

証明. はじめに (1) を仮定する. i = 1, 2 について π̂φ(Pi) := πφ(Pi) ◦ ϕ とする. π̂φ(Pi) :

Y → P1 はガロア被覆より, k(P1) ' k(Y )Gi ' k(Y/Gi)であるから (a)が従う. (b)は補
題 5.1.4より従う. (c)を示す. D ∈ Div(Y )を

D := ϕ∗` =
∑
P∈Y

ordP (ϕ
∗`)P

とする. ここで, ` := ϕ(P1)ϕ(P2) であり, D は ϕ に関する ` の因子である (定義 4.9.11

参照). 一方, ` ∈ P1 と考えて, P1 の因子 ` を π̂φ(Pi) (i = 1, 2) によって引き戻した因子
π̂∗
φ(Pi)

(`)を考える. いま, π̂φ(Pi) はガロア被覆であるから, 定理 4.7.11 (3)より

π̂∗
φ(P1)

(`) =
∑
σ∈G1

σ(P2), π̂
∗
φ(P2)

(`) =
∑
τ∈G2

τ(P1)

が成り立つ.

ここで, 次のような |D|の部分線形系を考える.

∆i := {ϕ∗L | ϕ(Pi) ∈ L,L ⊆ P2, L は直線 }

∆i に対応する L(D) の部分空間の基底として, ϕ(Pi) を定義する 2 つの直線に対応する
ようなものがとれるから, ∆i の定める有理写像は π̂φ(Pi) に等しい. さらに, ∆i に表れる
直線 Lはすべて ϕ(Y )上の非特異点 ϕ(Pi)で交わるから, ∆i の fixed partは Pi である.

したがって, ∆i − Pi が π̂φ(Pi) に対応する base-point-free な線形系である. よって,

π̂∗
φ(Pi)

(`) = ϕ∗`− Pi = D − Pi
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である. 以上より, (c)の条件が以下のように従う.

D = P1 + π̂∗
φ(P1)

(`) = P1 +
∑
σ∈G1

σ(P2)

= P2 + π̂∗
φ(P2)

(`) = P2 +
∑
τ∈G2

τ(P1).

次に, (2)を仮定する. 因子 D ∈ Div(Y )を次のように定める.

D := P1 +
∑
σ∈G1

σ(P2) = P2 +
∑
τ∈G2

τ(P1).

i = 1, 2について, k-代数の準同型 k(Y/Gi) → k(Y )に対応する射を γi : Y → Y/Gi で表
すことにする. いま, Y/G1 ' P1であるから Y/G1上の有理関数 f ′で (f ′)∞ = γ1(P2)な
るものがとれる. deg((f ′)∞) = 1より f ′は k(Y/G1)の k上の生成系をなす. f := γ∗1 (f

′)

とする. このとき, 命題 4.7.4 (1), 定理 4.7.11 (3)より

(f)∞ = γ∗1 (γ1(P2)) =
∑
σ∈G1

σ(P2) = D − P1

となる. さらに, f は k(Y )G1 の k 上の生成系である. 同様の手順で, k(Y )G2 の k 上
の生成系 g で, (g)∞ = D − P2 なるものがとれる. 射 ϕ : Y → P2; (f : g : 1) を考
える. 条件 (a), (b) より補題 5.1.3 が適用できる. したがって, ϕ は双有理埋め込みで
Q1 := (0 : 1 : 0), Q2 := (1 : 0 : 0) は ϕ(Y )のガロア点である. この Q1, Q2 がそれぞれ
ϕ(P1), ϕ(P2) に等しいことを示す. ng := −ordP1

(g) = ordP1
((g)∞) = ordP1

(D) とす
る. 有理写像 ϕ1 = (t

ng

P1
f : t

ng

P1
g : t

ng

P1
)を考える. ここで, tP1

は P1 における局所パラメー
タである. この有理写像は ϕが定める有理写像と等しく,

ordP1(t
ng

P1
f) = ng + ordP1(f) ≥ ng + 1− ordP1(D) = 1 > 0

より ϕ(P1) = Q1 である. 同様に nf := −ordP2
(f) = ordP2

((f)∞) = ordP2
(D)とし, 有

理写像 ϕ2 = (t
nf

P2
f : t

nf

P2
g : t

nf

P2
)を考える. ここで, tP2

は P2 における局所パラメータで
ある. ϕが定める有理写像と ϕ2 は等しく,

ordP2(t
nf

P2
g) = nf + ordP2(g) ≥ nf + 1− ordP2(D) = 1 > 0

より ϕ(P2) = Q2 である. したがって, i = 1, 2について Gi = Gφ(Pi) である. ここで, 射
ϕの像曲線の次数について考える. L := 〈f, g, 1〉 ⊆ L(D)に対応する線形系 Λ = (D,L)

を考える. supp(D) ∩ supp(div(f) +D) = {P1}, supp(D) ∩ supp(div(g) +D) = {P2}
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が f , g のとり方より従う. したがって, Λ は base-point-free であり, 定理 4.9.14, 注意
4.9.15より

Λ = {ϕ∗L | L ⊆ P2, L は直線 }

となる. ϕは双有理より deg(D) = deg(ϕ(Y ))である. したがって

deg(π̂φ(Pi)) = |Gi| = deg(D)− 1 = deg(ϕ(Y ))− 1

であるから, 命題 3.4.4 (4)より ϕ(Pi)は内ガロア点である.

注意 5.1.5. 注意 5.1.2でも述べたように, 定理 5.1.1の条件 (a), (b)に加えて注意 5.1.2

の条件 (c’)をみたすような G1, G2 が存在すれば, 同様の方法で像が外ガロア点 2つを伴
う双有理埋め込みが構成できる. また, その双有理埋め込みの像の次数は, 条件 (c’) の因
子の次数に等しいことが上の証明と同様にわかる.

5.2 曲線 Fm と曲線 Gr の基本的性質
この節では, 標数を p > 0とする.

定義 5.2.1. q := pn (0 < n ∈ Z)とし, 次のような 2つの射影平面代数曲線を定義する.

(1) アフィン平面代数曲線 ym = xq + xの射影閉包として定義される射影平面代数曲
線 Fm ⊆ P2. ここで, m は 2 ≤ m < q をみたす整数で, q + 1 を割り切るものと
する.

(2) アフィン平面代数曲線 yq
r+1 = xq + xの射影閉包として定義される射影平面代数

曲線 Gr ⊆ P2. ここで, r は 2以上の整数とする.

これら 2つの曲線の性質 (特にWeierstrass点)については, Stichtenoth [20], Garcia–

Viana [7]を参考にした. はじめに Fm の性質について述べる.

命題 5.2.2. r : F̂m → Fm を正規化射とする. また, (T0 : T1)を P1 の斉次座標とする.

このとき, 次が成り立つ.

(1) 多項式 f := ym − xq − x ∈ k[x, y]は既約であり, アフィン平面代数曲線 V (f)は
非特異である. また, Fm = {(0 : 1 : 0)} ∪ V (f)である.

(2) (q,m) = (3, 2) ⇐⇒ 点 (0 : 1 : 0)は Fm の非特異点である.

(3) P := (1 : 0 : 0)は Fm の外ガロア点である.
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(4) 射影 πP : Fm 99K P1 について, Branch(π̂P ) = {Q∞ := (1 : 0)} であり, π̂P は
Q∞ の上で完全分岐する. また, π̂−1

P (Q∞) = {P∞} と表せば, e(P∞|Q∞) = q で
ある. さらに, r−1((0 : 1 : 0)) = {P∞}である.

(5) m ∈ H(P∞)である.

(6) g(F̂m) = 1
2 (q − 1)(m− 1)である.

(7) (d(y)) = ((q − 1)(m− 1)− 2)P∞ である.

証明. (1) f ∈ (k[x])[y]とみる. k[x]は一意分解整域, xは k[x]の素元である. また, xは
−xq − xを割り切り, x2 は −xq − xを割り切らない. よって, アイゼンシュタインの判定
法 ([29, 定理 1.12.11]参照)より, f は k(x)[y]の元として既約である. 一方, f は k[x]上
の原始多項式 ([29, 定義 1.11.28]参照)であるから, [29, 命題 1.11.34] より f は k[x, y]の
元として既約である.

次に, アフィン平面代数曲線 V (f)が非特異であることを示す. fx は変数 xにおける f

の形式的偏微分を表すことにする. fx = −1 6= 0 であるから, V (f) は非特異である. ま
た, Fm は斉次多項式 Zq−mY m − Xq − XZq−1 の零点集合で与えられる. したがって,

Fm = {(0 : 1 : 0)} ∪ V (f)である.

(2) (u, v) = (X/Y,Z/Y )を Y 6= 0で定まるアフィン平面 UY ' A2 のアフィン座標と
する. このとき, Fmは UY において g = vq−m−uq−uvq−1によって定まる. 偏微分を計
算すると, gu = −vq−1, gv = −mvq−m−1 + uvq−2 である. (q,m) = (3, 2)とする. この
とき, gv(0, 0) = −m 6= 0であり, (0 : 1 : 0)は非特異点である. 一方, (0 : 1 : 0)が非特異
点であるとする. q − 1 > 0であるから, gv(0, 0) 6= 0でなければならない. q −m− 1 > 0

と仮定すると gv(0, 0) = 0となるから, q = m+1である. mは q+1を割り切るから, 整
数 k ≥ 0がありm+ 2 = q + 1 = mk と表せる. したがって, m = 2, q = 3である.

(3) 射影 π̂P は (x : y : 1) 7→ (y : 1) で代表される. よって, ひきおこされる関数
体の拡大は k(x, y)/k(y) である. 命題 3.4.4 により [k(F̂m) : π̂∗

P (k(P1))] = q であり,

F (T ) = T q + T − ym ∈ (k(y))[T ] が x の k(y) 上の最小多項式である. 形式的微分
F ′(T ) = 1 6= 0 より x は k(y) 上分離的である. また, A := {λ ∈ k | λq + λ = 0} を考
える. |A| = q である. B := {x + λ | λ ∈ A} ⊆ k(x, y) を考えれば F (T ) の根は B の
元で尽くされる. よって, k(x, y)/k(y) はガロア拡大で P は外ガロア点である. また, ガ
ロア群 GP は GP = {(x, y) 7→ (x + λ, y) | λ ∈ k, λq + λ = 0} で与えられる. ここで,

(x, y) 7→ (x+ λ, y)は射影変換がひきおこす F̂m の自己同型を表す.

(4) Q ∈ P1 \ {Q∞}とし, Pa,b ∈ F̂m は r(Pa,b) = (a, b) ∈ Fm かつ πP (a, b) = Qをみ
たすとする. fx = −1であるから, Pa,b での局所パラメータは, y− bである. πP = (y : 1)
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であるから, e(P ′|Q) = 1 であり Q 6∈ Branch(π̂P ) である. 一方, Q∞ を考える. x

は Fm ∩ UZ ⊆ F̂m 上で定数ではない正則関数であるから, P∞ ∈ supp((x)∞) なる
P∞ ∈ r−1((0 : 1 : 0))がある. また, π̂P (P∞) = Q∞ であり, Q∞ における局所パラメー
タは T1/T0 である. よって, 関係式 ym = xq + x, 命題 4.6.3 (3)より,

−me(P∞|Q∞) = m ordP∞

(
π̂∗
P

(
T0
T1

))
= ordP∞(ym) = ordP∞(xq + x) = q ordP∞(x)

となる. ここで, gcd(m, q) = 1 であり q は e(P∞|Q∞) を割り切らなければならない.

e(P∞|Q∞) ≤ deg(π̂P ) = q であるから, e(P∞|Q∞) = −ordP∞(y) = q で ordP∞(x) =

−m である. いま, deg(π̂P ) = q であるから命題 4.7.4 (3) より deg(π̂∗
P (Q∞)) = q であ

る. よって, π̂−1
P (Q∞)は 1点集合である. ここで, r−1(0 : 1 : 0) ⊆ π̂−1

P (Q∞)であるから
主張が従う.

(5) ordP∞(x) = −mより, (x)∞ = mP∞ であるから, m ∈ H(P )である.

(6) R := (0 : 1 : 0) からの射影 πR は (x : y : 1) 7→ (x : 1) で代表される. よって,

ひきおこされる関数体の拡大は k(x, y)/k(x) である. いま, (x)∞ = mP∞ であるから,

deg(πR) = mである. したがって, H(T ) := Tm − xq − xが y の k(x)上の最小多項式で
あり, k(x, y)/k(x)は巡回拡大である. πQ に対する各点の分岐指数を決定する. はじめに,

点 Pa,b について考える. fy = mym−1 より b 6= 0のとき, x− aも Pa,b での局所パラメー
タである. πR = (x : 1)より b 6= 0のとき e(Pa,b|π̂R(Pa,b)) = 1である. 一方, b = 0のと
き, Pa,b での局所パラメータは y である. ここで,

(x− a)q + (x− a) = ym

であるから, ordPa,0
(x− a) = ordPa,0

(ym) = mであり, e(Pa,0|π̂(Pa,0)) = m. 最後に,

e(P∞|Q∞) = ordP∞

(
1

x

)
= m

である. したがって, Riemann–Hurwitz の分岐公式より次が成立.

2g(F̂m)− 2 = −2m+ (q + 1)(m− 1),

2g(F̂m) = (q + 1)(m− 1)− 2(m− 1) = (q − 1)(m− 1),

g(F̂m) =
1

2
(q − 1)(m− 1).

(7) (6)より

(d(x)) = −2(x)∞ +
∑

aq+a=0

(m− 1)Pa,0 + (m− 1)P∞
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である. 一方, ym = xq + xより

d(x) = mym−1d(y)

であり,

(y) =
∑

aq+a=0

Pa,0 − qP∞

であるから, 次が従う.

d(y) = d(x)− (m− 1)(y) = (q(m− 1)− 2m+ (m− 1))P∞ = (2g(F̂m)− 2)P∞.

命題 5.2.3. r : F̂m → Fm を正規化射とすると, 次が成り立つ.

(1) W := {P∞} ∪ {Pλ = (λ : 0 : 1) ∈ F̂m | λ ∈ k, λq + λ = 0}とし, (q,m) 6= (3, 2)

とする. このとき, W は次の集合に等しい.

S0 := {P ∈ F̂m | m ∈ H(P )}.

(2) (q,m) 6= (3, 2)のとき Aut(F̂m)はW に作用する.

証明. 命題 5.2.2 (4)よりm ∈ H(P∞)であるから P∞ ∈ S0である. 次に, s := (q+1)/m

とし有理写像
α : Fm 99K P2;

(
1

x
:
y

xs
: 1

)
を考える. このとき, αは Fm の自己双有理写像である. 実際,(

1

x

)q

+

(
1

x

)
=
xq + x

xq+1
=

ym

xsm

である. α がひきおこす F̂m の自己同型も記号 α で表す. α(W \ {P0, P∞}) = W \
{P0, P∞}であり αは P0 と P∞ を交換する. 実際, (λ : 0 : 1) ∈W \ {P0, P∞}に対して

α((λ : 0 : 1)) =

(
1

λ
: 0 : 1

)
である. よって, α(W \ {P0, P∞}) = W \ {P0, P∞}である. また, P0 における局所パラ
メータは定理 2.9.3 (の証明)より y である. 有理写像

β : (x : y : 1) 7→
(
yq

x
:
yq+1

xs
: yq
)
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を考えると有理写像 αと β は等しい. ordP0
(x) = mであるから

ordP0

(
yq

x

)
= q −m > 0, ordP0

(
yq+1

xs

)
= 0

であり射 αについて α(P0) = β(P0) = P∞ である. さらに, 命題 5.2.2 (4)の証明より

ordP∞

(
1

x

)
= m > 0, ordP∞

( y
xs

)
= −q + sm = 1 > 0

であるから射 α について α(P∞) = P0 である. 自己同型写像において対応する点の
Weierstrass 半群は等しいから P0 ∈ S0 である. さらに, 命題 5.2.2 (3) とその証明より,

P := (1 : 0 : 0) 6∈ Fm 中心の射影がひきおこす関数体の拡大は次数 q + 1のガロア拡大で
そのガロア群 GP は

GP = {(x, y) 7→ (x+ λ, y) | λ ∈ k, λq + λ = 0}

で与えられる. GP はW \ {P∞}に推移的に作用するから Fm ∩ V (Y )の点はすべて同じ
Weierstrass 半群をもち, W ⊆ S0 である.

続いて, W ⊊ S0 と仮定して矛盾を導く. このとき, P = (a : b : 1) ∈ Fm ∩ UZ (b 6= 0)

で Weierstrass 半群 H(P )がmを含むものが存在する. P をアフィン平面の点と考えて
P = (a, b)と表示する. f := ym−xq −xとし yについて偏微分を考えると fy = mym−1

である. fy(P ) 6= 0より定理 2.9.3 から x− aは P における局所パラメータである. 同様
に fx = −1より y − bは P における局所パラメータである. また, 命題 4.6.3 (3)より

q ordP∞(x− a) = ordP∞((x− a)q + (x− a)) = ordP∞(ym − bm) = m ordP∞(y)

であるから ordP∞(x − a) = −m である. 関数 (x − a)m−1 を考える. (x − a)m−1 ∈
L(div(d(y))) である. 実際, L(div(d(y))) = L((2g − 2)P∞)) (g := g(F̂m)) であり
(x− a)m−1 は P∞ 以外の F̂m の点で正則, 極の位数について

ordP∞((x− a)m−1) = −m(m− 1) ≥ −2g + 2

である. 実際, 直接計算を行えば

−m(m− 1) + 2g − 2 = −m(m− 1) + (q − 1)(m− 1)− 2 = (m− 1)(q −m− 1)− 2

であり, (q,m) 6= (3, 2)より (m− 1)(q −m− 1) ≥ 2である. 一方

ordP ((x− a)m−1d(y)) = ordP ((x− a)m−1d(y − b)) = m− 1
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である. 補題 4.6.37よりm 6∈ H(P ) 3 mで矛盾である. 以上より, W = S0 である.

(2) (1)よりW = S0 である. σ ∈ Aut(F̂m)とする. W の点 P と σ(P )のWeierstrass

半群について H(σ(P )) = H(P )であるから σ(P ) ∈W である.

注意 5.2.4. より詳しく,

S0 = {P ∈ F̂m | P における Weierstrass 半群はm と q で生成される }

であり, F̂m の自己同型群 Aut(F̂m)の位数は |Aut(F̂m)| = m(q − 1)q(q + 1)であること
が知られている ([10, Theorem 12.11], [20]参照).

補題 5.2.5. Fm の定義と同じ状況で, 射影平面代数曲線 Em : ym − xq+1 + 1 = 0を考え
る. このとき, Fm と Em は互いに双有理である.

証明. a ∈ k で aq + a− 1 = 0なるものをとり, 座標変換 (x, y) 7→ (x− a, y)を行う.

ym − (x+ a)q − (x+ a) = ym − xq − aq − x− a

= ym − xq − x− 1

であるから, Fm は Fm に同型である. ここで, Fm は ym − xq − x− 1 = 0で定まる射影
平面代数曲線である. 次に, 有理写像

Fm → P2;

(
1

x
:
y

xs
: 1

)
を考える. ここで, s := (q + 1)/mである. このとき,(

1

x

)q+1

+

(
1

x

)q

+

(
1

x

)
=
xq + x+ 1

xq+1
=
( y
xs

)m
であるから Fm と射影平面代数曲線 ym − xq+1 − xq − x = 0は互いに双有理である. 最
後に, 座標変換 (x, y) 7→ (x+ 1, y)を行えば

ym − (x− 1)q+1 − (x− 1)q − (x− 1)

= ym − (xq+1 − xq − x+ 1)− (xq − 1)− (x− 1)

= ym − xq+1 + 1

であり曲線 Em の定義式が得られる.

ここで, Em の性質についても述べておく.

命題 5.2.6. r : Êm → Em を正規化射とするとき, 次が成り立つ.
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(1) 多項式 f := ym − xq+1 + 1についてアフィン平面代数曲線 V (f)は非特異である.

(2) P := (1 : 0 : 0)は Em の外ガロア点であり, GP は位数 q + 1の巡回群である.

証明. (1) 偏微分を計算すると fx = −xq, fy = mym−1である. P ∈ Em∩UZ をアフィン
平面の点と考えて P = (a, b)とかく. P = (a, b) 6= (0, 0)より (fx(a, b), fy(a, b)) 6= (0, 0)

である. V (f)は非特異である.

(2) 射影 π̂P は (x : y : 1) 7→ (y : 1) で代表される. よって, ひきおこされる関数体
の拡大は k(x, y)/k(y) である. 命題 3.4.4 により [k(Êm) : π̂∗

P (k(P1))] = q + 1 であり,

E(T ) = T q+1−ym−1 ∈ (k(y))[T ]が xの k(y)上の最小多項式である. E′(T ) = T q 6= 0

より x は k(y) 上分離的である. また, A := {ζx ∈ k(x, y) | ζq+1 = 1} を考える.

|A| = q + 1であり E(T )の根はこれで尽くされる. よって, k(x, y)/k(y)はガロア拡大で
P は外ガロア点である. また, ガロア群GP はGP = {(x, y) 7→ (ζx, y) | ζ ∈ k, ζq+1 = 1}
で与えられる. ここで, (x, y) 7→ (ζx, y) は射影変換がひきおこす Êm の自己同型を表
す.

次に Gr の性質について述べる.

命題 5.2.7. r : Ĝr → Gr を正規化射とする. また, (T0 : T1)を P1 の斉次座標とする. こ
のとき, 次が成り立つ.

(1) 多項式 f := yq
r+1 − xq − x ∈ k[x, y]は既約であり, アフィン平面代数曲線 V (f)

は非特異である. また, Gr = {(1 : 0 : 0)} ∪ V (f)である.

(2) P := (0 : 1 : 0)は Gr の外ガロア点であり, GP は位数 qr + 1の巡回群である.

(3) 点 (1 : 0 : 0)は Gr の特異点である.

(4) r−1((1 : 0 : 0))はただ 1点 P∞ からなる.

(5) g(Ĝr) =
1
2q

r(q − 1)である.

証明. (1) f の既約性と V (f) の非特異性については命題 5.2.2 (1) と同様である. また,

射影平面代数曲線 Gr は斉次多項式 XqZqr−q+1 +XZqr − Y qr+1 の零点集合で与えられ
るから Gr = {(1 : 0 : 0)} ∪ V (f)がわかる.

(2) 射影 π̂P は (x : y : 1) 7→ (x : 1) で代表される. よって, ひきおこされる関数体
の拡大は k(x, y)/k(x) である. 命題 3.4.4 により [k(Ĝr) : π̂

∗
P (k(P1))] = qr + 1 であり,

G(T ) = T qr+1−xq−x ∈ (k(x))[T ]が yの k(x)上の最小多項式である. G′(T ) = T qr 6= 0

より y は k(x) 上分離的である. また, A := {ζy ∈ k(x, y) | ζqr+1 = 1} を考える.

|A| = qr + 1であり G(T )の根はこれで尽くされる. よって, k(x, y)/k(x)はガロア拡大
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で P は外ガロア点である. また, ガロア群 GP は GP = {(x, y) 7→ (x, ζy) | ζqr+1 = 1}
で与えられる. ここで, (x, y) 7→ (x, ζy)は射影変換がひきおこす Ĝr の自己同型を表す.

(3) (u, v) = (Y/X,Z/X)をX 6= 0で定まるアフィン平面 UX ' A2 のアフィン座標と
する. このとき, Gr は UX において g = vq

r−q+1 + vq
r − uq

r+1 によって定まる. 偏微分
を計算すると, gu = −uqr , gv = vq

r−q である. したがって, (1 : 0 : 0)は Gr の特異点で
ある.

(4) xは G∩UZ ⊆ Ĝr上で定数ではない正則関数である. したがって, P∞ ∈ supp((x)∞)

となる点 P∞ ∈ r−1((1 : 0 : 0))がある. π̂P (P∞) = (1 : 0) =: Q∞ である. P1 の (1 : 0)

における局所パラメータは T1/T0 であるから

e(P∞|Q∞) = ordP∞

(
π̂∗
P

(
T1
T0

))
= −ordP∞(x)

である. 関係式 yq
r+1 = xq + x, 命題 4.6.3 (3)より

(qr + 1)ordP∞(y) = ordP∞(xq + x) = q ordP∞(x) = −q e(P∞|Q∞)

である. gcd(qr + 1, q) = 1より e(P∞|Q∞) = qr + 1である. いま, deg(π̂P ) = qr + 1で
あるから命題 4.7.4 (3)より deg(π̂∗

P (Q∞)) = qr + 1である. よって, π̂−1
P (Q∞) = {P∞}

である. r−1(1 : 0 : 0) ⊆ π̂−1
P (Q∞)より結論を得る.

(5) P ′ ∈ Gr ∩ UZ = V (f) とする. P ′ をアフィン平面の点と考えて P ′ = (a, b) と表
す. f のそれぞれの変数での偏微分を計算すると, fx = −1, fy = yq

r である. はじめに,

b 6= 0のときを考える. fy(a, b) 6= 0であるから定理 2.9.3より P ′ における局所パラメー
タは x − aである. 一方, π̂P (P

′) = (a : 1)であり (a : 1)における P1 の局所パラメータ
は (T0 − aT1)/T1 である. したがって,

e(P ′|π̂P (P ′)) = ordP ′

(
π̂∗
P

(
T0 − aT1

T1

))
= ordP ′(x− a) = 1

である. 次に, b = 0のときを考える. 定理 2.9.3より P ′ における局所パラメータは y で
ある. また, P ′ ∈ V (f)より aq + a = 0である. 関係式 yq

r+1 = (x− a)q + (x− a)と命
題 4.6.3 (3)より

qr + 1 = ordP ′(yq
r+1)

= ordP ′((x− a)q + (x− a))

= ordP ′(x− a)

である. b 6= 0の場合と同じように e(P ′|π̂P (P ′)) = ordP ′(x− a) = qr + 1である. した
がって, Ram(π̂P ) = {P∞} ∪ {(a : 0 : 1) | a ∈ k, aq + a = 0}である. gcd(qr + 1, p) = 1
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であるから, Riemann–Hurwitz の分岐公式より
2(Ĝr)− 2 = −2(qr + 1) + (q + 1)qr,

2(Ĝr) = (q + 1)qr − 2qr

である. したがって, g(Ĝr) =
1
2q

r(q − 1)である.

命題 5.2.8. 定数 b ∈ k \ {0}を b = (−1)r−1bq
2r となるようなものとしてとり, 多項式

gb(y) :=
r−1∑
i=0

(−1)ibq
i+r

yq
i

∈ k[y]

を考える. このとき, gb(y)は次の性質をもつ.

(1) g−b(y) = −gb(y).
(2) すべての a ∈ k に対して gb(−a) = −gb(a).
(3) すべての a ∈ k に対して gb(y + a) = gb(y) + gb(a).

(4) (gb(y))
q + gb(y) = byq

r

+ bq
r

y.

証明. (1), (2)は定義より明らかである. (3)は体のフロベニウス準同型に注意すれば明ら
かである. したがって, (4)のみ示す.

(gb(y))
q =

(
r−1∑
i=0

(−1)ibq
i+r

yq
i

)q

=
r−1∑
i=0

(−1)ibq
i+r+1

yq
i+1

=
r∑

i′=1

(−(−1)i
′
)bq

r+i′

yq
i′

であるから,

(gb(y))
q + gb(y) =

r∑
i=1

(−(−1)i)bq
r+i

yq
i

+
r−1∑
i=0

(−1)ibq
r+i

yq
i

= byq
r

+ bq
r

y

となり証明が完了する.

5.3 曲線 Fm と曲線 Gr のガロア点を 2つもつ平面モデル
これまでの内容を踏まえて, 次を証明する.

定理 5.3.1 (深澤–東根 [5]). F̂m を射影平面代数曲線 Fm の非特異モデルとする. このと
き, 次が成立する.

(1) 次の条件をみたす射 ϕ : F̂m → P2 が存在する: 射 ϕ はその像への双有理写像
で, deg(ϕ(F̂m)) = q + 1 であり, 像 ϕ(F̂m) は内ガロア点を 2 つもつ. さらに,

(q,m) 6= (3, 2)であれば, 内ガロア点の個数はちょうど 2つである.
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(2) 次の条件をみたす射 ψ : F̂m → P2 が存在する: 射 ψ はその像への双有理写像で,

deg(ψ(F̂m)) = q + 1であり, 像 ψ(F̂m)は外ガロア点を 2つもつ.

証明. (1) 定理 5.1.1における 3つの条件 (a), (b), (c)をみたすようなものをみつけること
で, 条件をみたす射の存在を示す. 命題 5.2.2 (3)とその証明より, P := (1 : 0 : 0) 6∈ Fm

中心の射影がひきおこす関数体の拡大は次数 q + 1のガロア拡大でそのガロア群 GP は

GP = {(x, y) 7→ (x+ λ, y) | λ ∈ k, λq + λ = 0}

で与えられる. G1 := GP とする. 次に, s := (q + 1)/mとし有理写像

α : Fm 99K P2;

(
1

x
:
y

xs
: 1

)
を考える. このとき, 命題 5.2.3 (1)の証明と同様に αが Fm の自己双有理写像であること
がわかる. αがひきおこす F̂m の自己同型も同じ記号 αで表し, G2 := αG1α

−1 とおく.

W := {P∞} ∪ {Pλ = (λ : 0 : 1) | λ ∈ k, λq + λ = 0} を考える. 命題 5.2.2 (4) よ
り Fm の (0 : 1 : 0) における正規化射の fiber はただ 1 点 P∞ から成るので, G1 は
W \ {P∞}に推移的に作用し P∞ を固定する. 一方, 命題 5.2.3 (1)の証明を思い出せば,

α(W \ {P0, P∞}) =W \ {P0, P∞}であり αは P0 と P∞ を交換する.

以上より, G2 は P0 を固定しW \ {P0}に推移的に作用する. よって,

{P∞} ∪ {σ(P0) | σ ∈ G1} =W = {P0} ∪ {τ(P∞) | τ ∈ G2}

である. また, k(F̂m)G1 = k(1/y) ' k(P1), k(F̂m)G2 = k(xs/y) ' k(P1) が成立する.

さらに, G1 と G2 は固定点が異なるので, G1 ∩G2 = {1}である. よって, 定理 5.1.1とそ
の証明より主張にあるような射の存在がいえる.

続いて, (q,m) 6= (3, 2)とする. 内ガロア点がちょうど 2つであることを示す. いま, W

は次の集合に等しいことに注意する (命題 5.2.3 (1)参照):

S0 = {P ∈ F̂m | P における Weierstrass 半群 H(P ) はm を含む }.

また, 定理 5.1.1の証明 “(2)ならば (1)” より (1)の条件をみたす射は次のようである.

ϕ =

(
1

y
:
xs

y
: 1

)
.

ϕ(W )を考える. ϕ(P∞) = (0 : 1 : 0), ϕ(Pλ) = (1 : λs : 0) (λq + λ = 0)である. 実際,

命題 5.2.2 (4)の証明より

ordP∞

(
1

y

)
= q, ordP∞

(
xs

y

)
= −sm+ q = −1
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である. P∞ の局所パラメータ tP∞ をとり,

ϕ∞ =

(
tP∞

y
:
xstP∞

y
: tP∞

)
を考えれば, 有理写像 ϕ, ϕ∞は等しく ϕ(P∞) = (0 : 1 : 0)である. 一方, Pλ ∈W \{P∞}
における局所パラメータは定理 2.9.3より y である. ϕ = (1 : xs : y)を考えれば, 有理写
像 ϕと ϕは等しく ϕ(Pλ) = (1 : λs : 0)である. よって, ϕ(W ) = ϕ(F̂m) ∩ {Z = 0}で
ある.

ϕ(R) を内ガロア点とする. 付随するガロア群 Gφ(R) = Gal(k(F̂m)/π̂∗
φ(R)(k(P

1))) に
ついて ϕ(R)が内ガロア点であることより,

deg(π̂φ(R)) = |Gφ(R)| = q

となる. 一方, 命題 5.2.3 (2) より Gφ(R) は自然に W に作用する. Gφ(R) は p 群であり
|W | = q + 1 より, P ∈ W で, すべての η ∈ Gφ(R) に対し η(P ) = P なるものがある
([23, p. 82, (1.3)]参照). よって, 定理 4.7.11 (2)より π̂φ(R) は P において完全分岐する.

ここで, ϕ(R) ∈ {Z = 0}を示す. ϕ(R) 6∈ {Z = 0}と仮定する. 射影 πφ(P∞) を考えれ
ば, その中心点における ramification index は

e(P∞|π̂φ(P∞)(P∞)) = ordP∞

(
1

y

)
= q

である. 命題 4.8.5 (2)より

Iφ(P∞)(Tφ(P∞)(ϕ(F̂m)), ϕ(F̂m)) = q + 1

である. したがって, ϕに関する, ϕ(P∞)における接線の因子の support は P∞ のみから
なる. よって, ϕ(R)ϕ(P∞)は ϕ(P∞)における接線ではない. したがって, P ′ 6∈W (P ′ 6=
R)で ϕ(P ′) ∈ ϕ(R)ϕ(P∞)なるものが存在する. 一方で, π̂φ(R)はガロア被覆より, Gφ(R)

は fiber π̂−1
φ(R)(ϕ(R)ϕ(P∞)) に推移的に作用する (定理 4.7.11 (1)) から, η′ ∈ Gφ(R) で

η(P∞) = P ′ なるものがある. 自己同型において対応する点の Weierstrass 半群は等しい
からW = S0 であることより矛盾である. したがって, ϕ(R) ∈ {Z = 0}である.

また, R = P である. ϕ(R) 6= ϕ(P )と仮定して矛盾を導く. π̂φ(R) の ϕ(R)ϕ(P )にお
ける fiber はW \ {R}に等しい. 一方で, π̂φ(R) は P で完全分岐するから矛盾である.

最後に, 各点 ϕ(Q) ∈ ϕ(W ) \ {ϕ(P0), ϕ(P∞)}からの射影を計算する. Q = (λ : 0 : 1)

(λ 6= 0)とする. ϕ(W )の計算を思い出せば, ϕ(Q) = (1 : λs : 0)であるから射 π̂φ(Q) は

π̂φ(Q) =

(
xs − λs

y
: 1

)
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で代表される. また, ordQ(x
s − λs) = mである. 実際

xs − λs = (x− λ)(xs−1 + λxs−2 + λ2xs−3 + · · ·+ λs−1)

であり, 上記等式の右辺における, x− λではない方の式の点 (λ : 0 : 1)での値を考えれば

λs−1 + λλs−2 + λ2λs−3 + · · ·+ λs−1 = sλs−1 6= 0

である. ここで, gcd(s, p) = 1より s 6= 0に注意しておく. よって,

e(Q|π̂φ(Q)(Q)) = ordQ

(
xs − λs

y

)
= m− 1 < q

である. 実際, Q における局所パラメータは定理 2.9.3 より y であり, 関係式 ym =

(x − λ)q + (x − λ)より ordQ(x − λ) = mである. 射影 π̂φ(R) はその中心点で完全分岐
しなければならないから, ϕ(R) = ϕ(P0)または ϕ(P∞)である.

(2) 補題 5.2.5 より, 射影平面代数曲線 Em に関して注意 5.1.2 に述べたような条件
(a), (b), (c’) を示せばよい. Êm を Em の非特異モデルとする. V = {(ζ : 0 : 1) | ζ ∈
k, ζq+1 = 1}とする. 命題 5.2.6 (2)とその証明より, P := (1 : 0 : 0)中心の射影がひきお
こす関数体の拡大は次数 q + 1の巡回拡大である. また, そのガロア群 GP は

GP = {(x, y) 7→ (ζx, y) | ζ ∈ k, ζq+1 = 1}

で与えられる. G1 := GP とする. G1 は V に推移的に作用する. 次に, 有理写像

β : Em 99K P2;

(
x+ λ(x− 1)

1 + λ(x− 1)
:

y

(1 + λ(x− 1))s
: 1

)
を考える. ここで, λ ∈ k \ {0, 1}であり λq + λ = 0をみたす. また, s := (q + 1)/mであ
る. β は自己双有理写像である. 実際,(

y

(1 + λ(x− 1))s

)m

−
(
x+ λ(x− 1)

1 + λ(x− 1)

)q+1

+ 1

=
ym − (x+ λ(x− 1))q+1 + (1 + λ(x− 1))q+1

(1 + λ(x− 1))q+1

であり, 分子について

xq+1 − 1− (xq+1 + λ(x− 1)xq + λqx(x− 1)q + λq+1(x− 1)q+1)

+(1 + λ(x− 1) + λq(x− 1)q + λq+1(x− 1)q+1)

= −λ(x− 1)xq + λx(xq − 1) + λ(x− 1)− λ(xq − 1) = 0
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となる. また,

h1 :=
x+ λ(x− 1)

1 + λ(x− 1)
=

x− 1

λ(x− 1) + 1
+ 1, h2 :=

y

(1 + λ(x− 1))s

とすれば
1

h1 − 1
= λ+

1

x− 1

であるから k(x, y) ⊆ k(h1, h2)である. 逆の包含は明らかであり, β は自己双有理写像で
ある. β は V に推移的に作用する. 実際, 命題 5.2.6 (1)より Em ∩ UZ は非特異で β は双
有理写像であるから, β(V ) ⊆ V を示せば十分である. Pζ := (ζ : 0 : 1) ∈ V をとる. この
とき,

β(Pζ) = (h1(Pζ) : 0 : 1)

である. 1 + λ(ζ − 1) 6= 0を注意しておく. ここで, β(Pζ)は Em 上にあるので

(h1(Pζ))
q+1 = 1

であり β(V ) ⊆ V である.

β がひきおこす Êm の自己同型も β で表すことにする. G2 := βG1β
−1 とする. 部分群

G1 ∩G2 が自明であることを示す. Q := (0 : ω : 1) ∈ Em (ωm + 1 = 0)とする. このと
き, β(Q) = (λ/(λ − 1) : ω/(1 − λ)s : 1) である. Qは G1 の固定点であるから β(Q)は
G2 のすべての元で固定される. 一方, σ = (ζx : y : 1) ∈ G1 (ζq+1 = 1, ζ 6= 1) をとる
とき,

σ(β(Q)) =

(
ζλ

λ− 1
:

ω

(1− λ)s
: 1

)
6=
(

λ

λ− 1
:

ω

(1− λ)s
: 1

)
= β(Q)

である. よって, G1 ∩ G2 は自明である. また, k(Êm)G1 = k(y) ' k(P1), k(Êm)G2 =

k(β∗(y)) ' k(P1)である. さらに, G1, G2 は V に推移的に作用するから,

{σ(1 : 0 : 1) | σ ∈ G1} = X = {τ(1 : 0 : 1) | τ ∈ G2}

が成立する. 注意 5.1.2, 注意 5.1.5より定理が従う.

定理 5.3.2 (深澤–東根 [5]). Ĝr を射影平面代数曲線 Gr の非特異モデルとする. この
とき, 次の条件をみたす射 ξ : Ĝr → P2 が存在する: 射 ξ はその像への双有理写像で,

deg(ξ(Ĝr)) = qr + 1であり, 像 ξ(Ĝr)は外ガロア点を 2つもつ.
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証明. 注意 5.1.2に述べたような条件 (a), (b), (c’)を示せばよい. 命題 5.2.7 (2)とその証
明より, P := (0 : 1 : 0) 6∈ Gr 中心の射影がひきおこす関数体の拡大は次数 qr + 1のガロ
ア拡大である. そのガロア群 GP は

GP = {(x, y) 7→ (x, ζy) | ζq
r+1 = 1}

で与えられる. G1 := GP とする. 命題 5.2.7 (4)より Gr の (1 : 0 : 0)における正規化射
の fiber はただ 1点 P∞ から成るので, G1 は P∞ を固定する.

続いて, b, c ∈ k \ {0}を b = (−1)r−1bq
2r

, cq + c = bq
r+1 なるようなものとしてとり,

多項式

gb(y) :=
r−1∑
i=0

(−1)ibq
i+r

yq
i

∈ k[y]

を考える. 次の有理写像を考える.

γ : Gr 99K P2; (x : y : 1) 7→ (gb(y) + c+ x : y + b : 1).

これは Gr の自己双有理写像である. 実際, 命題 5.2.8より

(y + b)q
r+1 = yq

r+1 + byq
r

+ bq
r

y + bq
r+1

= (xq + x) + ((gb(y))
q + gb(y)) + (cq + c)

= (gb(y) + c+ x)q + (gb(y) + c+ x)

である. γ がひきおこす Ĝr の自己同型も同じ記号で表すとする. γ は Gr ∩ UZ の間の同
型をひきおこすから P∞ を固定する.

G2 := γG1γ
−1 とする. 部分群 G1 ∩G2 が自明な群であることを示す. そのために, 点

R := (α : 0 : 1) (αq + α = 0)を考える. このとき, γ(R) = (c+ α : b : 1)である. G1 は
R を固定するから, γ(R)は G2 のすべての元で固定される. σ = (x : ζy : 1) ∈ G1 (ζ ∈
k \ {1}, ζqr+1 = 1)を考えると

σ(γ(R)) = (c+ α : ζb : 1) 6= (c+ α : b : 1) = γ(R)

が成立する. よって, G1 ∩G2 は自明である. また,∑
σ∈G1

σ(P∞) = (qr + 1)P∞ =
∑
τ∈G2

τ(P∞)

である. さらに, k(Ĝr)
G1 = k(x) ' k(P1), k(Ĝr)

G2 = k(γ∗(x)) ' k(P1)である. よって,

注意 5.1.2, 注意 5.1.5より定理が従う.
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6 おわりに: 実際に研究するに当たって
本書の前半部を終えた読者は, 例えば「4次平面曲線の外ガロア点」「5次平面曲線の内
ガロア点」を研究することができる. 本書により射影を計算できるため, 後はガロアかど
うかの判定をすれば良いわけであるが, その拡大が 4次であれば, それを判定する手段は
ガロア理論の多くのテキストに掲載されている. 実際に, これまでの深澤研究室の修了生
のうち数名がこれらの内容で修士論文を書いた.

本書の後半部まで終えられた読者は, ガロア点研究を行える知識を概ね得ていると言え
る. ガロア点配置を特定するにはガロア被覆の基本的な性質 (定理 4.7.11)が有効である.

このなかの「分岐が整う」という性質を使ってガロア点の位置を特定する作業は「ガロア
点研究の感覚」を養うのに役立つ. 本書では「ガロア点を 2 つ登場させる」という結果
を紹介し,「それ以外にない」という結果にWeierstrass 点を使った議論を紹介している.

「それ以外にない」という方向で本書で述べ切れていない可能性があるのは,「変曲点の個
数上限」だけである. 多くの場合, ガロア点一つに対して変曲点がたくさん必要となるた
め, この上限は大変便利である. 変曲点に関しては, [22]を参考にするとよい.

ガロア点の未解決問題集 [27]には 70問以上の問題が掲載されているので, 一読をお薦
めする. この問題集の中のどれかを解ければ, 論文にできるであろう.

主観ではあるが, ガロア点理論の発展として「標数零において, 内ガロア点は最大で 4

個, 外ガロア点は最大で 3個」という予想が解かれることが大変重要であると思う. 問題
の解決自体もそうであるが, それ以上に, 解かれる過程で良いアイデアや手法が提案され,

それが確立されることが望ましい. 現在でも良い手法が揃ってきており, 個人的には遅く
とも 2026年頃には解かれるのではないかと予想している. 一方, もし読者が「変曲点」や
「Weierstrass 点」以外のテクニックを使って, ガロア点の個数を確定できたならば, それ
は新たな手法を見つけられた可能性が高い. むしろそのような新発見が, ガロア点理論の
発展には必要かもしれない. 挑戦を求む!

他には「ガロア点による自己同型が射影変換に拡張される」という定理も必要だ, とい
う方もいらっしゃるかもしれない. 但しこれが保証されるのは「非特異平面曲線」に限定
される. 非特異平面曲線についてはガロア点の基本問題は解決されているので, これを敢
えて網羅した命題群の中に入れなかった. しかしながらその基本問題解決の証明は, ガロ
ア点研究の根幹をなすものであり, ガロア点理論を語る上で本当はとても重要である.

文責: 深澤　知
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