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研究テーマ� 代数多様体のガロワ埋め込みの研究

� 代数多様体
代数多様体とは� 多項式を零にする点の集合のつくる図形のことです。高等学校

までで学ぶ数学で扱うものとしては、直線、円、放物線、楕円、双曲線あるいは
平面、球面などあります。ただし、� � ���� のグラフは違います。これは多項式
���� �� � � で表すことはできません（なぜでしょう？）。上の図形を表す多項式の
次数は 	か 
ですが、�以上のものを中心に扱います。一方、方程式 �����	 � �

は実数だけ考えていたのでは解は見つかりませんが、複素数まで考察の範囲を拡げ
ると 
個の解が見つかります。同様に、空集合とされていた”虚円”����� � �	

も複素数まで考えると図形があることがわかります。また双曲線 �� � 	 は別々の

 本の曲線ですが、実は無限遠までも考えると、つながった 	 本の曲線であるこ
ともわかります。すなわち、

�	� 零にする点は複素数まで考える。

�
� 無限遠点まで考察の対象とする。

このようにして、円、放物線、楕円、双曲線、虚円も同一の対象物であること
がわかるのです。つまり、例外のない調和と統一のとれた世界が実現します。さら
に、曲線をあたえる多項式の次数を大きくすると、複雑な図形が現れますが、その
ときにもやはり統一的な美しさを感じさせる原理が見つかります。例えば、次数
を � にしただけで、いわゆる楕円曲線、楕円とは違います！（複素数で考えると）
ドーナッツの表面みたいなものです、となることがわかり、これは数学のさまざ
まな分野に応用されています。上の例は曲線ですが、もっと一般に変数の多い多
項式がいくつかあるとき共通に零になる点集合を考え、これを代数多様体といい
ます。式で表してみると、� を四則演算が自由に出来る集合（例えば、複素数全
体）として、　

� ���� � � � � ��� � �� � ������ � � � � ��� � � � � � ������ � � � � ��� � � ��

が代数多様体です。代数幾何学を初心者向けに解説した本をあげます、ご覧になっ
てみるといいでしょう。	� 
� ��。

	



� ガロワ点とは？
高校数学では適切な例が見つからないので、誤解を恐れずある程度雰囲気を表

している例をあげてみます。
例� �
空間に立方体があるとする。これを少し離れた地点から（片目で）眺める。平
面図形として見えるが、たいていの地点では特別な多角形とは見えない。しか
し、ある特別な地点では正六角形として、あるいは正方形として見える地点が
ある。すなわちこの図形の重心を中心にして回転したり、折り返したりしても
元の図形に重なることがある。このような図形は対称性があるという。対称性
があるように見える地点をガロワ点ということにする。どの程度対称性がある
かは、またガロワ点によって違ってくる。おおざっぱに言って、正六角形は ��

度ずつの回転と折り返しで 	
 個、正方形は �� 度ずつの回転と折り返しで �

個と数える。
では対称性の見つからない点、すなわちガロワ点でないとき、どうするか？目
を移動して、ガロワ点を探すことでもよい。そしてどのくらいガロワ点がある
か、その分布を調べるのも面白そうだ。
一方、目の位置はそのままで、今度は立方体自体を改変することを考える。す
なわち、立方体に面を付け加えて別の多面体（どんな立体になるか不明だが）
を作り、元の地点から眺めると対称性のある平面図形に見えるようにできる。
しかも、もっとも少ない手順でできたとき、この操作をガロワ閉包をとると
いう。
� �

もう少し正確に例をあげてみよう。やや難しくなるが、曲線 �� � �� � 	 の上の
点 ��� �� に対して、� を対応させるとき、（このとき目の位置は無限遠点である）、
� にいろいろな値 � を与えると、� �� � なら � は � 個決まる。このとき、� � 	
の対応という。� の一つを � とすると、他の 
 つは �	� �	� と表せる。ただし、
	� � 	 � 	 � � である。 すなわち 	 を掛けても（これは 	
� 度の回転）やはり
曲線の上の点である。これは対称性がある �群は 
��といえる。目の位置を移動す
ると、もはやガロワ点でなくなる。そこでガロワ閉包はどうなるかというと、さ
らにに難しくなるが、この曲線の上に 
 � 	 に存在する曲線で � 個の対称性をも
つもの �群は ���が見つかる。更に詳しくは添付の ����� ����� をご覧下さい。

� ガロワ埋め込み
複素数は 	 個で（普通の意味の） 
 次元ある。なので、（上記の場合）曲線とは

曲面のことである。（なんだか禅問答みたいですね。）楕円曲線 �� � �� � �� � 

は平面（ � 次元空間）の中にありますが、このときは、ガロワ点があるのは上の






例の場合だけで、対称性（群という）はどれも � 個の要素からなるものだけ。ま
たガロワ点は � 個みつかることがわかります。しかし、もっと高い次元の空間に
存在するようにする（埋め込むという）ことができ、そうすることでガロワ点に
相当する部分空間を沢山見つけることが出来、群もいろいろ複雑なものが見いだ
せることがある。つまり、次元の高い空間に存在するようにすることで、対称性
が増えるようにできるわけです。
このようなことをより次元の高い図形（代数多様体）にも行う。図形の持って

いる幾何学的性質と、図形の上に存在する関数やそれらのの作る集合（体という）
や対称性を表す群の間に深くて不思議な関係を見いだせることがあります。

� ガロワ埋め込み、専門家向け
基礎体 � は代数閉体とする（必要に応じて標数の条件を付ける）。 � 次元非特

異射影代数多様体 � と，その上の ���� ����� ������� � の組 ��� �� に対して，
完備１次系 ���に付随した埋め込み � � � �� �

� ��  ��! "���� 	���� を考える。
� を �

Ｎ の����	 次元線形多様体で，��� � との交わりはないとする。このと
き，� 中心の射影を � とすると，� � � � � � � �� �

� は全射正則写像となる。
��� � を � の有理関数体とすると，� は関数体の有限次拡大 ��� �������ｎ� を惹
き起こす。この拡大は � によってきまるので ��� � の ������� 上のガロワ閉包
を �� として，ガロワ群�� � #�������

����ｎ�� を ��� � の � でのガロワ群
という。これは分岐被覆 � � � �� �

ｎ から定義されるモノドロミー群とも一致
する。特に，拡大 ��� �������ｎ� がガロワ拡大のとき，� をガロワ部分空間とい
い，このような部分空間が存在するような埋め込みをガロワ埋め込みという。ま
た，�� は正規射影多様体で �� を関数体にもち，�� �� � が有限射になるも
のを � � � �� �

ｎ の #����� $���%�� ������� という。このとき以下の基本的問題
がある。

�	� � のガロワ埋め込みを与える因子 � が存在するための条件は何か。また、
� に対して線形同値を法としてどのくらいガロワ埋め込みをもつ因子 � が
存在するか。

�
� 埋め込まれた ��� � に対して，どのくらいガロワ部分空間� が存在するか。

��� ガロワ埋め込みのとき、�� の ������ �� への表現を求める。特に、抽象
群としての �� の構造を決定する。

��� ガロワ埋め込みのとき、ガロワ対応を考察する。すなわち �� の部分群に
どのような多様体が対応するか調べる。

�&� � がガロワ部分空間でないとき、群 �� および #����� $���%�� ������� の構
造を調べる。

�



��� � と � � が（#�������� 多様体の中で）近くにあるとき， �� と �� � は
同型にならないか。

　結局のところ、コホモロジー群 "���� 	���� の部分空間の解析がポイントとな
る。さて、これまでの主な成果
� � 
� � � 	 すなわち � が曲線で射影平面に埋め込まれているときは、すで

に多くの結果があり，上記の問題 �	� 
 ��� はほぼ解決している（実はこの一連
の研究が現在の研究に発展した）。これには主に日本の研究者が貢献している ��。
また曲線が一般次元射影空間に埋め込まれているときは，まだ研究は始まったば
かりであるが，筆者やイタリアの数人の研究者により進展しつつある &�。また，
ほぼ同じ発想から � が一般次元だが，射影空間に超曲面として埋め込まれている
ときも，成果がある '�。一方 �� は被覆 � �� �

� のモノドロミー群と同型であ
ることも証明されており，位相幾何学的方向からの研究もある ��。以上は多様体
が射影空間内に存在しているときの研究である。これらを踏まえた ��������$ な定
義が上に述べたものである。この研究方法によれば，これまでの成果を一般化す
るばかりでなく，より広い視野からの成果も期待できる。実際，� � 
 のときの、
アーベル曲面に対しての結果が，�� である。ガロワ埋め込みをもつアーベル曲面
について上記 ��� の複素表現の群構造は完全に決定され，アーベル曲面の構造も
楕円曲線 � の積��� に同種ということなど判明し，従来のアーベル曲面の理論
とは視点の異なった方向からの新しい成果が得られている。最近の成果の一つに、
楕円曲線を � 次の因子で �

� に埋め込むと、すべての楕円曲線に対して、#�����
���� が存在して、そのガロワ群は 
� � 
�で、#����� ����� の配置は四面体の辺を
作る � 本の ����� になることがある ��。

� おわりに
ガロワ埋め込みに関しての概説および未解決問題集が
(����))���(��*+�$+���,���-%+�$+!�) ����(���)����.%������+(���　
にあります。

参考文献
	� 海老原　円� 	� 日でわかる代数幾何学事始� サイエンス社� 
���+


� / リード、若林訳� 初等代数幾何講義� 岩波書店+

�� 上野健爾� 代数幾何入門� 岩波書店+

�� 0+ "������ #����� ,��%� �1 ��%�������� ���*����� 2%3� /��+ 0+� �� �	�'���

��&4'
�+

�



&� #+  +  ����� ��� 5+ 6$(�����,��� /�������� �1 ���!�$���� $%����� 0+ 7�,�*���$

#�������� �� �
����� �
�4��
+

�� "+ 8��(�(���� 9%�$���� :��� �(���� �1 ����� $%���� *� �%�� $%����� 0+ 7�,�*���

��� �
��	�� ���4�&&+

'� � #����� ������ 1�� �����( (�����%�1�$��� 0+ 7�,�*��� ��� �
����� &
�4

&��+

�� � #����� ��*�����, �1 ��,�*���$ ������� ��� ��� �����$����� �� �*�����

�%�1�$�� ;���+ 6��+ /��+ <���+  ������ ��� �
��'�� ��4�&+

�� � #����� ����� 1�� ������ �������$ ���$� $%���� ==� 7�,�*�� >����.%�%�

��� �������+

&


